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1 Determinantit

1.1 Mita ovat determinantit?

Determinantit ovat lukuja, joita kiytetdsin mm. matriisilaskenassa on matemaat-
tisessa optimoinnissa. Ne voidaan maéritella seuraavasti:

o Ensimmdisen asteen determinantli on |aii| = aq1, missé aq; on luku. Es-
imerkiksi |4] = 4. Huomautus: vaikka determinantteja merkitdén pysty-

tangoilla, niité ei saa sekoittaa itseiarvoihin!

o Toisen asteen determinantti on
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Esimerkiksi
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e Kolmannen asteen determinantti voidaan kehittdd minké tahansa vaaka-

tai pystyrivin avulla seuraavasti:
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3. pystyrivi
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Kehitettéesséd kunkin kertoimen a;; etumerkki on (—1)**/, missd ¢ on
vaaka- ja j pystyrivin jérjestysnumero.
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=3(1-8)—1(1—4)+2(4—2) = —14.

o n:nnen asteen determinantti voidaan kehittdd minks tahansa vaaka- tai
pystyrivin avulla seuraavasti:

7:nnes vaakarivi

ail ai12 A1n

a1 a2 a9n o
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ai11 a12 a1,5—1 a1,5+1 A1n
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jmnes pystyrivi
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Kehittamaélla edelleen alideterminantit paddytaan lopulta tilanteeseen, jossa
determinatti on aikioiden a;; funktio.



1.2 Determinanttien ominaisuuksia

Determinantista saadaan kddnteisdeterminantti, jos sen pysty- ja vaakarivit vai-

htavat paikkaansa.

Ominaisuus 1: Determinantin ja sen ki&nteisdeterminantin arvo ovat samat,
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TobIsSTUS: Jos determinatti kehitetddn aina 1. vaakarivin avulla ja sen kdan-
teisdeterminatti aina 1. pystyrivin avulla, niin saadaan tésmaélleen sama tulos.

Ominaisuus 2: Jos yhden vaakarivin tai yhden pystyrivin kaikki alkiot kerro-
taan samalla vakiolla k, niin silloin koko determinantin arvo kerrotaan samalla
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a1
kas

apnl

ail

apnl

aij
kal—j
Anj
kalj
kaij

kan]-

A1n
kam

ann

A1n

ann

a1
= k‘ ;1

anl

a1

Gn1

ayj

A1n

a”ﬂ/ﬂ

A1n

ann

, (1.1)

(1.2)

ToDpISTUS: Jos yhtélon (1.1) molemmat puolet kehitetdén pystyrivin ¢ avulla, ni-
in saadaan sama tulos. Jos yhtalon (1.2) molemmat puolet kehitetédén vaakarivin

7 avulla, niin saadaan sama tulos.

Ominaisuus 3: Determinatti muuttuu vastaluvukseen, jos kaksi sen pystyrivia

tai kaksi sen vaakarivid vaihtavat paikkaansa:
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Sama pystyriveille.
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Ominaisuus 4: Jos determinantilla on kaksi téysin samaa vaakarivid tai kaksi

taysin samaa pystyrivid, niin sen arvo on nolla:
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TobIsTuS: Sijoittamalla a;; = ap; (j = 1,...,n) yhtéléon (1.3) saadaan vasem-
manpuoleinen yhtalo (1.5). Sijoittamalla a;; = a;, (i = 1,...,n) yhtéloon (1.4)
saadaan oikeanpuoleinen yht#lo (1.5).

Ominaisuus 5: Jos yhden vaakarivin tai yhden pystyrivin kaikki alkiot voidaan
kirjoittaa summiksi, niin determinatti voidaan esittdd kahden determinantin
summana seuraavasti:
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a1 ce A1y + G,,\l/J e Q1
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ToDpISTUS: Jos yhtélon (1.6) molemmat puolet kehitetdén pystyrivin ¢ avulla, ni-
in saadaan sama tulos. Jos yhtalon (1.7) molemmat puolet kehitetéén vaakarivin
7 avulla, niin saadaan sama tulos.

Ominaisuus 6: Jos yksi vaakarivi kerrotaan vakiolla ja lisdtédén toiseen
vaakariviin tai jos yksi pystyrivi kerrotaan vakiolla k ja lisétddn toiseen
pystyriviin, niin determinatin arvo ei muutu:

ail Qayj A1n ail ce Al e Q1
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(1.8)
a1 ce A1y .. Q1p + kalj wee Q1p
a;1 Q4 a;p + kaij Qin
Gp1 - Qpj - Gpp+Kan; ... anpn
ail ce Ay . Q1p ... Q1n
= a;1 Qi Qi p Qin . (19)
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Tobpi1sTus: Ominaisuuksien 2, 4 ja 5 perusteella vaakariveille
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2 Komparatiivinen statiikka

2.1 Ongelma

Miten systeemisté (kansantalous, kotitalous, yritys jne.), jossa on olemassa usei-
ta samanaikaisia eli simultaanisia riippuvuuksia ja joka koko ajan on jatkuvassa
liikkkeessé, voidaan johtaa luotettavia ennusteita?

Tamaéan ongelman selvittdmisessd kansantaloustiede kayttda kahta tutkimusme-
todia:

komparatiivista statiikkaa, jossa systeemistd abstrahoidaan pois liike ja keski-
tytddn tutkimaan systeemin rakennetta, seké

komparatiivista dynamiikkaa, jossa keskitytddn tarkastelemaan pelkéstdan sys-
teemin liiketta.

Namé metodit on alunperin lainattu fysiikasta (1&hinnd mekaniikasta), mutta
ajan myotd ne ovat mukautuneet kansantaloustieteen omiin tarpeisiin. Niité
sovelletaan padpiirteissdan seuraavalla tavalla.

2.1.1 Komparatiivinen statiikka:

1. Oletetaan, ettd systeemi on alunperin tasapainossa (= lepotilassa), jolloin
siind ei ole mitaan liiketta.

2. Oletetaan, ettéd tapahtuu jokin ulkoinen muutos ja katsotaan, miké on uusi
muutoksen jalkeinen tasapaino.

3. Vertailemalla uutta tasapainoa alkuperéiseen tasapainoon saadaan
laadullista tietoa systeemin rakenteellisista riippuvuuksista.

Esimerkkeja komparatiivisesta statiikasta:
1. kuula epétasaisella pinnalla
2. ’kysynnén ja tarjonnan laki’
3. kuluttajan ja yrityksen tasapaino

4. Kahnin-Keynesin ekspansiokerroin

Tulkinnan erityispiirteitd:

(I) Komparatiivisen statiikan soveltaminen edellyttid, ettd systeemi oletetaan
stabiiliksi eli vakaaksi niin, ettd se hakeutuu kohden jotain tasapainoa.
Muuten uutta tasapainoa ei voidaan olenkaan saavuttaa, joten uutta ja
vanhaa tasapainoa ei voida lainkaan verrata. Mallin stabiilisuuden selvit-
tdminen kuuluu komparatiivisen dynamiikan alueeseen.



(IT) Komparatiivisen statiikan ideana on liikkkeen poistaminen systeemisti
tarkastelemalla sitd tasapainossa, jossa liikettéd ei ole laisinkaan. T&lloin
joudutaan kuitenkin olettamaan, ettd systeemi on koko ajan
likimaaraisen lahelld tasapainoa, jotta sen rakenteelliset riippuvuudet oli-
sivat likimadrin samat kuin tasapainossa. Toisin sanoen: komparatiivi-
nen statiikka kuvaa likima&raisesti systeemin todellisia rakenteellisia om-
inaisuuksia, mikali ollaa ldhelld tasapainoa. Mitd kauempana systeemin
todellinen tila on tasapainosta, sitd epadtarkemmin komparatiivinen stati-
ikka ennustaa systeemin kiyttaytymista.

(III) Koska komparatiivinen statiikka vertailee muutosta edeltdvaé tasapainoa
muutoksen jdlkeiseen tasapainoon, se kuvaa pysyvian muutoksen pysyvaa
vaikutusta.

Esimerkki: Makromalli ennustaa, ettd rahaméaéran lisdys taloudessa nostaa
hintatasoa. Tarkkaan ottaen tdmé taytyy tulkita siten, ettd rahamé&arén
pysyva lisdys pyrkii pysyvdsti nostamaan hintatasoa.

(IV) Koska systeemin téytyy olla aina suhteellisen lihelld tasapainoa (vrt. ko-
hta (II) ylld), tutkittava eksogeeninen muutos on oletettava pieneksi. Jos
muutos olisi suuri, niin systeemi olisi muutoksen jélkeen kaukana voimassa
olevasta (= uudesta) tasapainosta ja komparatiivisen statiikka ennustaisi
huonosti.

Esimerkki: Mallin ennustama hintatason riippuvuus rahaméarasta on sité
tarkempi ja luotettavampi (epatarkempi ja epéluotettavampi), mité pienem-
pi (suurempi) on rahaméérin suhteellinen muutos.

(V) Vaikka taloudelliset ja fysikaaliset mallit ovat tekniseltd rakenteeltaan usein
varsin samankaltaisia, niiden tulkinnassa on silti suuria eroja, koska ne ku-
vaavat varsin erilaisia ilmi6itd. Mekaniikassa pystytaan yleensé arvioimaan
milloin ja miten uuteen tasapainoon padstaan. Kansantaloustieteessé kom-
paratiivisen statiikan tulokset ovat tendessimdisid: se ei sano mitéaén siité,
milld hetkelld uusi tasapaino saavutetaan, vaan kertoo sen, ettd mallin
ennustama muutos tapahtuu ennemmin tai my6hemmin.

Esimerkki: Rahaméaéran lisdyksen aiheuttama hintatason nousu tapahtuu
tietyn ajanjakson kuluessa ja vieldpa niin, ettd tdmé& ‘monetéddrisen vi-
iveen’ pituus on satunnaismuuttuja.

Tamaé tendenssimaisyys (ja siitd aiheutuva epédvarmuus) on periisin taloudel-
listen ilmididen luonteesta. Muutokset tapahtuvat mikroyksikkdjen (ku-
luttajat, yritykset, tydmarkkinajérjestot jne.) valintojen ja tavoitteisten
toimintojen kautta. Suurten lukujen lain nojalla mikroyksikét joukkona
kiyttaytyvit verrattain sddnnonmukaisesti, ja taloudelliset mallit kuvaa-
vat naitd sddnnonmukaisuuksia. Yksiloiden vélisistd eroista ja suuresta
maarastd johtuen vélitysmekanismit ovat kuitenkin niin hienojakoisia ja
monisyisia, ettd havaitut sddnnénmukaisuudet jaavét tendessimaisiksi.

(VI) Jotta komparatiivista statiikkaa voitaisiin soveltaa, mallin tarkasteleman
ajanjakson téytyy olla riittavén pitké, jotta uusi tasapaino voidaan saavut-
taa sen puitteissa.
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Esimerkki: Jos halutaan selvittdd, mikd on rahamaaardn pysyvdn lisdyk-
sen aiheuttama pysyvd hintatason muutos, niin ajanjakson on oltava niin
pitkd, ettd koko monetddrinen viive satunnaisvaihteluineen sisiltyy siihen;
eli kysymys on téassa tapauksessa pitkdn aikavilin mallista.

2.1.2 Komparatiivinen dynamiikka:

1. Rakennetaan jokin mekanismi, joka liikuttaa systeemia silloin, kun tdméa
on epétasapainossa (so. tasapainon ulkopuolella).

2. Valitaan systeemille erilaisia alkuarvoja ja lasketaan niité vastaavat kehi-
tysurat.

3. Vertailemalla eri alkutilanteita vastaavia systeemin kehitysuria saadaan
laadullista tietoa systeemin liikkumisesta.

Jos systeemi on stabiili, se hakeutuu kohden jotain tasapainoa, jos se on epdstabi-

il1, se erkaantuu tasapainosta. Sama systeemi voi toisilla alkuarvoilla olla stabiili

ja toisilla epastabiili. Mikali systeemi on kaikilla ajateltavissa olevilla alkuarvoil-

la stabiili (epéstabiili), sitd sanotaan globaalisti stabiiliksi (epdstabiiliksi).
Esimerkkejd komparatiivisesta dynamiikasta (luennolla):

1. kuula epédtasaisella pinnalla
2. ’lukiseittiteoreema’
3. osakekurssin méaardytyminen

4. vaihtokurssin yliampuminen

2.2 Komparatiivinen statiikka matemaattisti

Taloudellisissa (ja myds luonnontieteellisissi) malleissa systeemin tasapainoa ku-
vataan jonkin yhtéléryhmén avulla, esim.

f1($1,$27 ey Ty Tp4-15 5 ...,.’En+m) = 07
fa(@1, T2, ooy Ty Tige 1y 5 ooy Trprn) = 0,
Fn(T1, T2, ooy Ty Tt 1y 5 vy Tt ) = 0. (2.1)

missé (z1, Ta, ..., T, ) ovat endogeenisia muuttujia ja (41, ..., Tntm ) eksogeenisia
muuttujia (parametreja). TAméa yhtdloryhmé voidaan esittdd myds seuraavasti:

fi(T1, 22, oo Ty Tt 1,5 ooy Tiem) = 0, 1 =1,.,m. (2.2)

Joukkoa A, josta eksogeeniset muuttujat (z,41, ..., Tnitm) voidaan valita, sano-
taan systeemin madrittelyjoukoksi (domain). Talloin merkitdan

($n+1, ceny J,‘n+m) € A
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Jotta yhtdloryhma (2.1) tai (2.2) ratkeaisi, siind tdytyy olla sama mééra n
endogeenisia muuttujia kuin yhtéloita. Jos yhtdloitd on enemmén kuin muut-
tujia, systeemid sanotaan ylideterminoituvaksi, ja jos yhtal6itd on vihemmén
kuin muuttujia, niin sitd sanotaan alideterminoituvaksi. Tasapainomalli ei saa
olla yli- eiké alideterminoituval!

Mikali yhtaloryhmalld (2.1) tai (2.2) on olemassa yksikdsitteinen ratkaisu
(unique solution) ja kaikki funktiot f; (i = 1,...,n) ovat (osittais)derivoituvia
kaikkien muuttujien z; (j = 1,...,n+m) suhteem, niin silloin se méé&rittelee en-

dogeeniset muuttujat (z1,22, ..., Tp) eksogeenisten muuttujien
(Tnt1y sy Tntm) derivoituvina funktioina seuraavasti:

Tl = Xl(xn-i-h PR $n+m)a

T2 = X2(£n+l7 PR xn+m)’

Ty = Xn(xn+17 PREY) xn+m)7 (23)

Tamé voidaan kirjoittaan myGs seuraavasti:
i = Xi(Tnt1sy ey Tngm), T=1,..,n. (2.4)

Funktioita (2.3) tai (2.4) sanotaan systeemin (2.1) tai (2.2) ratkaisufunktioiksi.
Yhtaloryhméas (2.3) tai (2.4) sanotaan my0s systeemin (2.1) tai (2.2) staattiseksi
ratkaisuksi.

Mikéli yhtaloryhmaélld (2.1) tai (2.2) on olemassa monta ratkaisua, sanotaan,
ettd silla on monikdsitteinen ratkaisu (multiple solution). Télloin ollaan vaikea
ongelman edessa. Mallilla ei nimittdin voida ennustaa, jos ei tiedetéd, mihin tas-
apainoon se hakeutuu. Taloudellisissa malleissa tdmén yleensé kierretadn, joko
osoittamalla ettd vain yksi tasapainoista on stabiili, tai rajoittamalla systeemin
maéarittelyjoukkoa A niin, ettd vain yksi tasapaino on mahdollinen.

2.3 Implisiittifunktioteoreema

Sen perusteella mité tiedetéén funktioiden f; ominaisuuksista systeemissé (2.2),
voidaan péadtelld jotakin myos ratkaisufunktioiden X; ominaisuuksista relaatios-
a (2.4). Matemaattisesti titd voidaan selvittdd seuraavan teoreeman avulla.
Implisiittifunktioteoreema (implicit function theorem). Oletetaan, ettd
jokaisella funktiolla f; (i =1,...,m) on olemassa kaikki osittaisderivaatat

Ofi/0xk, =0, kun k=1,....,n+m.

Jos eksogeenisten muuttujien 41, ..., Tntm muutokset ovat pienid, niin silloin
systeemin (2.2) tasapainon muutokselle pitee

n+m
Z afl(xly ~~->xn+m)dl_k _ 0’ i=1

n
aal‘k

g eeny Iy

k=1

missd dzy, kuvaa muuttujan xi tasapainoarvon muutosta.
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TODISTUS (HEURISTINEN): Oletetaan, etta alkutilanteessa systeemi on tasapain-
ossa, jossa muuttujien (21,, ..., Lnim) arvot ovat (z¢,...,x3 ). Talldin tietysti
patee

filzf, ..,z ,,) =0, i=1,.,n. (2.5)

Oletetaan edelleen, ettd joku tai jotkin parametreista z,41, ..., Zn4m muuttuu
hieman, jolloin koko systeemi liikahtaa alkupisteestd (x5, ...,x2.,.) uuteen tas-

n+m

apainopisteeseen (1, , ..., Tn4+m), jossa (2.2) on voimassa. Otetaan nyt funktiosta
fi(x1,, .y Tpgm) pisteen (29, ..., 27 _,,) subhteen Taylorin kehitelmé:

fi(xla PRIED) $n+m)

= filz?, . x) )

n+m
afi(x3, ...
+ Z fZ 17 n+m)($k—x%)

n+m n+m 82f .’L’
7 1>

e T ) R Y
+35 Z Z 85Ukal'h (l‘k; - l‘k)(l'h - xh)

k=1 h=1

n+mnt+mn+m o3
1 0 fz 1, x%+m)

I DIDID Dhy ey v el L UL B A

Sijoittamalla (2.2) and (2.5) yhtéloon (2.6) saadaan

T — xf)

n+m
_ afi(m(l)7 '”7‘7:(7)7,+m)
0= Z al‘k (

n+m n+m agf 901
K2 )

t3 Z Z Bxkaxh

k=1 h=1

k=1

Tnim) (4 o2 (@ — o)

n+m n+mn+m 83f Il
K I

T35 Z Z Z axkagéa_j—i_m) (zr — ap)(zn — zp) (s — 27)

k=1 h=1 s=1

(2.7)

Oletetaan vield ettd parametrien 11, ..., Ly, muutos on pieni, jolloin kaikkien
muuttjien muutokset dr; = x; — x4 (j = 1,...,n + m) jédvit pieniksi. T&lloin
x; &~ x7, toisen ja useamman kertaluvun tulotermit

(e —ap)(@n — 7)), (2p — af)(zn — 23)(xs — %), Jne.
tulevat niin pieniksi, ettd ne voidaan pyoristad nolliksi. Sijoittamalla tdma tulos,

drj = xj —zf (i =1,.,n+m) jax; ~ 2z} (i = 1,...,n + m) yhtdloén (2.7)

saadaan
n—+m n—+m
0~ Z( k_wk)axk (l‘la"'ax?pkm) = Z Oz (‘TT7' n+m)dxk
k=1 k=1
n+m
af;
~ Z (%c; (T1, eey T )T O (2.8)
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2.4 Sovellus: yksi endogeeninen muuttuja

Tarkastellaan yhtaloa
fzya1,..iam) =0, (a1, ...,am) € A, (2.9)

jossa f(z,a1,...,am;) on derivoituva funktio, x endogeeninen muuttuja,
(a1, ...,am) eksogeenisia muuttujia ja A on systeemin méirittelyjoukko. Jos
yhtalolla (2.9) on olemassa ratkaisu, niin se on muotoa [vrt. (2.3)]

x=X(a1,...,am), (a1, ..., am) € A, (2.10)

missd  X(ay,...,a,,;) on derivoituva funktio. Mitkd ovat funktion X
ominaisuudet?

Seurauslause: Oletetaan, ettd % # 0. Ratkaisufunktion (2.10) derivaatat
voidaan johtaa ottamalla ensiksi funktiosta (2.9) kokonaisdifferentiaali (total-
ly differentiating (2.9))

of of
%dx—&—;a?%dak =0, (2.11)

ja sitten ratkaisemalla tdstd suhdeluvut d‘% seuraavasti:

0X _de __0f Jof

day  day  day/ Oz’ et

TODISTUS (HEURISTINEN): Sijoitetaan ratkaisu (2.10) funktioon (2.9), jolloin
saadaan

f(X(al7 ey Qi ), O1 ...7am) =0.

Jos tdmén yhtdlon vasen puoli f(X(a),a) on yhtd kuin nolla, niin silloin sen
derivaattakin muuttujan a; suhteen on nolla:
o _orox  of _

= 0.
dap,  Ox Oap  Oay

Tasta saadaan funktion X derivaatta muuttujan ay suhteen seuraavasti:

of
0X Do
— = . 2.12
8ak gi ( )

Sovelletaan nyt implisiittifunktioteoreemaa yhtéloon (2.10):

~ 0X
dx = Z %dak.
k=1



Sijoittamalla tdhdn (2.12) kaikilla k:lla saadaan

m Of

de = — Z aaafk day.

k=1 Ox

Kerrotaan molemmin puolin termilld %:
of — Of
—dx = — ——day.
ox v Z day, @k
k=1
Hieman jirjestelemilld ndhdaén ettd (2.11) pitda paikkansa, kun a € A:
of — Of
—d ——day = 0. O
81‘ v kzzl 8ak @k

2.4.1 Esimerkki 1

Osoitettava, ettd yhtils a2e® — 2z + @ = 0 méiirittelee muuttu-
jan x muuttujan a funktiona pisteen (x,a) = (0, —1) ldheisyydess.
Maarattava taméan funktion derivaatta, kun a = —1.

Asetetaan
f(z,a) = a*e” — 22 +a
fa(z,a) = 2ae” + 1

fe(z,a) = a®e” — 2

14

Havaitaan ensiksi, ettd f(0,—1) = (=1)2 — 1 = 0, joten f(z,a) miirittelee
muuttujan & muuttujan a funktiona pisteen (z,a) = (0, —1) liheisyydessi. Kos-
ka f.(0,—1) = (=1)? —2 = —1 # 0, ratkaisufunktion osittaisderivaatta voidaan

laskea seurauslauseen avulla. Nain ollen

0 = f.(0,=1)dz + f,(0,—1)da = —dz — da

dx
=~/ =1

2.4.2 Esimerkki 2

Kuluttajan teoriassa indifferenssikéytd on hyotyfunktion tasokéyré:

Uz, z2) = Uy,

missd Uy > 0 on vakiohyGtytaso ja x1 ja zo ovat hyddykkeiden 1 ja 2 kulutetut
médrat. Indifferenssikéyrén kulmakerroin (21, z2)-koordinaatistossa, M RSy, z,,
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saadaan kokonaisdifferentiaalin avulla seuraavasti:

U(:L'l,xz) — Uo =0
oU (1, x2) oU (1, x2)

91 dry + O dro =0
dry  OU(zy,22) [OU(z1,22)
dry drq Oz
. dl‘g 8U(1‘1,$2) 8U(JJ1,$2)
MRSy, o0 = |—| =
b dxq o1 Oz

Pisteessi (29, x9) indifferenssikiyrin kulmakerroin mééraytyy seuraavasti:

Rajasubstituutioaste (marginal rate of substitution) MRSy, ,, pisteessd
(x9,29) kertoo, kuinka paljon enemmén hyddykkeen 2 kulutuksen zo téytyy
nousta tasolta x9, jotta hydtytaso pysyisi vakiona silloin kun hyédykkeen 1 ku-
lutus z; putoaa yhdelld yksikolld tasolta zf.

2.4.3 Esimerkki 3

Tuottajan teoriassa samatuotoskdyrd maaritelladn
F(K,L) =Y,

missd Y = F(K, L) on tuotantofunktio, ¥ tuotos, K padoma, L tyo ja Yy vakio-
tuotos. Nyt samatuotoskiyrin kulmakerroin (K, L)-koordinaatistossa, M RTk,,
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saadaan kokonaisdifferentiaalin avulla seuraavasti:

F(K,L)—Yy=0
Fx(K,L)dK + Fp,(K,L)dL =0
dL  Fx(K,L)
dK ~  FL(K,L)
dL|  Fx(K,L)

MRTxr = ’dK " FL(K,L)

Pisteessi (K,, L,) samatuotoskiyrin kulmakerroin méiriytyy seuraavasti:

Rajamuunnosaste (marginal rate of transformation) MRTy; pisteessi
(K,,L,) kertoo, kuinka paljon enemmén tyopanoksen L tidytyy nousta tasol-
ta L,, jotta tuotannon taso Y pysyisi vakiona silloin kun pddoman K mé&ara
laskee yhdelld yksikolla tasolta K.
Cobb-Douglas funktion Y = F(K,L) = AK*L'~® (a ja A vakioita) tapauk-
sessa saadaan
Fr(K,L) aAKe 11—« a L

MRTkL = F R L) - I—aAK°L® 1-ak

CES-funktion

o/(oc—1)
Y = F(K,L) = [6K'"Vo 4 (1 5)LH/”}

0 ja o vakioita, 0 <d <1,0>0,0#1

tapauksessa saadaan

_ Fr(K,L) _ S(Y/K)YT & (L\Y?
M =5 R = G-/ 1-9 <K>
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2.4.4 Esimerkki 4
Olkoon Y kansantulo, C' kulutus ja I inveastoinnit. Kulutusfunktio on
C=cY), 0<c <1,

missa ¢ on rajakulutusalttius. Tasapainossa kaikki tulot joko kulutetaan tai
investoidaan:

Y=C+I=c(Y)+1I (2.13)

Millainen kerroinvaikutus on investoinneilla 7
Yhtilo (2.13) méérittelee kansantulon Y investointien funktiona. Sen kokon-
aisdifferentiaali on

dY = J(Y)dY +dI.

Tasté ratkaistaan Keynesin-Kahnin kerroin:

v 1

o Lo
A 1-d)

Tulotaso nousee enemmén kuin investoinnit (dY/dI>1) ja mé&dralla
1/(1-rajakulutusalttius).

2.5 Sovellus: useita endogeenisia muuttujia
Tarkastellaan yhtaloryhmé&a
filz1, .oy Tpyan, ..., am) =0, (a1y.yam) €A, i=1,..n, (2.14)

jossa fi(x1,...,Tpn, a1, ..., amy) on derivoituvia funktioita (i = 1,...,n), (z1,...,2n)
endogeenisia muuttujia, (ai, ..., a,,) eksogeenisia muuttujia ja A on systeemin
médrittelyjoukko. Jos yht&lolla (2.14) on olemassa ratkaisu, niin se voidaan il-
maista yhtdloryhména seuraavasti [vrt. (2.3)]

xp = Xp(ag, ..,am), (a1y.yam) €A, h=1,.,n, (2.15)

missd Xy (ay, ..., an,) ovat derivoituvia funktioita. Mitké ovat funktioiden X,
ominaisuudet?

Seurauslause: Oletetaan, etti funktioden f1,..., fn Jakobin determinantti en-
dogeenisten muuttujien suhteen on nollasta eroava:

oh Oh 9f
oxq oxo o 0Ty
Of2  Of2 Ofz
D = Oxq Oxo oz, # 0.
Ofn  Ofn Ofn

Oxq Oxo o 0Ty
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Talloin ratkaisufunktion (2.15) derivaatat voidaan johtaa ottamalla ensiksi funk-
tioista (2.14) kokonaisdifferentiaalit

af’d thZ Of; dak =0, i=1,..,n, (2.16)

Jja sitten ratkaisemalla suhdeluvut dz" kasittelemdlla yhtdloitd (2.16) lineaarise-
na yhtdloryhmdnd, jossa muutokset d:cl, ey dz, ovat endogeemsza muuttuyza
muutokset da, ..., &%

.. k
ovat vakioita.

TODISTUS (HEURISTINEN): Soveltamalla implisiittifunktioteoreemaa yhtdloon
(2.15) saadaan

Sijoitetaan ratkaisu (2.15) funktioon (2.14), jolloin saadaan

fi (Xl(al, ey @)y ooy X (@1 ey @), Q1 4 oy am) =0.

Jos tdmén yhtélon vasen puoli on yhtd kuin nolla, niin silloin sen derivaattakin
muuttujan a suhteen on nolla:

ey ofi 0Xn | f
0= Z dak Z 8$h 8a;€ 8ak'

Kerrotaan tdmé termilld day ja summataan yli k =1,...,m:

e Ofi 90X  Ofi " Ofi o= 0X, — Of;
szzaxh Gak dakJrX::aak Zaxh Z 8ak dakJr;aakd

h=1 k=1

n m m n m
ofi 0Xp, ofi Ofi Ofi
0=>" dap+» S —day =Y +) O
i 0o o O = O =0 =0
—_——
dxp,

Kirjoitetaan yhtéloryhmé (2.16) matriisimuotoon:
ofr  9f of1 ofr  Of Ofr
Ox1 dxs 0 Ozp dzy day dax 7 Oa day
0f 0f> of2 d 0k 0h ofs d
oz Oxo Ox, L2 + day daso Oy, a2 =0.
Ofa  Ofa O dz,, 9fn O Oh day,

oz Oxo ox ., day daso Ot
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Téastd saadaan Cramerin sdannon avulla, etté

fi 9fi of1 of1 9f1 of1

Oz Oxo Ok day OT 41 Oz

Ofz  Of Of2 Of2 Of2 Of2

o0z Oxo o Oxp_1 day OT 41 t Ozm

m afn afn 6fn 6fn afn afn

d _ Z oz Oxo o Oxp_1 day 8mk+1 o 0T d
Th= oI oh o Fk-

k=1 oxq Oxo ox,
Of2  Of2 Ofs
Oxq Oxo oz,
Ofn  Ofn Ofn
Oxq Oxo oz,

Tama yhtalo voidaan kirjoittaa osittaisderivaattoina seuraavasti:

9fi  Of Of1 Of1 0f1 Of1
oxq Oxo Oxp_1 day OT 41 OLm
Ofs  Of of> of> of2 Of2
Oz Oxa 0Tk day O 41 O
Ofn  Ofn Ofn Ofn Ofn Ofn
axh o 8171 61‘2 o amk,1 aak a:l?k+1 o 8ﬂ7m
- ofi oh of1 ’
aak Oxq Oxo o oz,
ofs  Ofa Ofa
oz, Oz ot Oz,
Ofn  Ofn Ofn
oz Oxa Oz

h=1,..,n  k=1,..m.

2.5.1 Esimerkki
Tarkastellaan Hicksin-Hansenin ISLM mallia:

L(r,Y)=M/P, L.<0, Ly >0, (2.18)
I=f(@r), f'(r)<0, (2.19)
S=s(), 0<s(Y)<1, (2.20)
I=S, (2.21)

missd r on korko, Y tulotaso, S sdéstdminen ja I investoinnit ovat endogeenisia,
ja M rahaméara ja P hintataso ovat eksogeenisia muuttujia.

e Yhtilo (2.18) sanoo, etti rahan reaalinen kysynté L, joka on koron r laske-
va ja tulotason Y nouseva funktio, on yhtd kuin rahan reaalinen tarjonta
eli nimellinen rahamé&ard M jaettuna hintatasolla.

Yhtals (2.19) sanoo, ettd investoinnit ovat koron laskeva funktio.

Yhtals (2.20) on sddstdmisfunktio.

Yhtals (2.21) sanoo, ettd hyddykemarkkinat ovet tasapainossa silloin kun
investoinnit I on yhté kuin sddstdminen S.



Mité tapahtuu korolle ja tulotasolle, jos keskuspankki lisdd raham&ardaa M7
Kirjoitetaan systeemi (2.18)-(2.21) kahdeksi yht#loksi

L(r,Y)—M/P =0,
f(r)—s(Y)=0.

Muodostetaan néistd yhtéloistd kokonaisdifferentiaalit:

Lo, Y)dr + Ly (r,Y)aY —d( 5 ) =0,
f(r)ydr —s'"(Y)dY = 0.

Kirjoitetaan ndma matriisimuotoon:

(5 ) ()0 ap)=o

Koska Jacobin determinantti on nollasta eroava,

_ Lr LY

D= f/ —s

=— L, § — f/ Ly >0,
~N N~

_ + — +

seurauslauseen avulla on saatavissa ratkaisu:

dr _ 1] -1 Ly . 1 /
d(M)__D‘ e
P ~ +
+

dy 1’Lr —1/P’ L,
—— = =— — f >0
M D| f 0 D
()l L

Reaalisen rahaméérén 5 lisiys nostaa tulotasoa Y ja laskee korkotasoa r.
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3 Usean muuttujan funktion optimoinnista

3.1 Rajoittamaton optimointi

Tarkastelemme differtioituvaa useamman muuttujan funktiota

y=flz1,..yxn), (x1,...,2,) € A, (3.1)

misséd A on muuttujien méairittelyjoukko. Merkitadn yksikertaisuuden vuoksi
funktion (3.1) osittaisderivaattoja seuraavasti:

. of of
n axi’ 61‘1'633]"

fi fij =

i=1,...,n; j=1,..,n.

Funktion (3.1) Hessin determinantti oletetaan nollasta eroavaksi:

fir fiz o fin

for fa2 o fon £0. (3.2)
for a2 o fan

Huomautus. Funktion f(z1, ..., z,) toisen tai useamman asteen osittaisderivaatat

voidaan muodostaa derivoimalla tdmé& funktio muuttujien z; suhteen misséi
jirjestyksessa tahansa. Néin ollen esim.

. 0%f o2f .
fij = D0z, = du,0m, = fiis  fijk = fikj = frij = Fjix = firg = Frji-

Maéritelmé. (a) Funktiolla (3.1) on yksikdsitteinen globaali maksimi
(unique global maximum) pisteessi (x7,...,x%) € A, jos f(zF,..,z5) >
flz1,...,x,) kaikilla A:han kuuluvilla pisteilld (z1,..,2z,) # (z7,..,25),
ja yksikdsitteinen globaali minimsi (unique global minimum,)
pisteessi (xF,...,xk) € A, jos f(x},...,2%) < f(x1,...,z,) kaikilla A:han kuu-
luvilla pisteilld (x4, ...,zp) # (27, ..., 2%).

(b) Funktiolla (3.1) on yksikdsitteinen lokaali maksimi (unique local mazimum,)
pisteessi (z7,...,z}) € A, jos f(z7,...,x%) > f(x1,...,o,) kaikilla A:han ku-
uluvilla pisteilld, jotka ovat pisteen (z7,...,x}) lahiympéristossé, ja yksikdsit-
teinen lokaali minimi (unique local minimum) pisteessd (x7,...,z}) € A, jos
flzy, .. xk) < f(z1,...,x,) kaikilla A:han kuuluvilla pisteilld, jotka ovat pis-
teen (z7,...,x;) lahiympéristossa.

Pisteen (z1,...,z,) € A sanotaan oevan maéirittelyjoukon A reunalla, jos sen
ympdrilla joka puolella ei ole joukon A pisteité. Tarkastellaan esimerkiksi lukuja
0 < x < 100. Téssé joukossa piste x on reunalla, jos x = 0 tai z = 100, mutta
sisdlld, jos 0 < x < 100.

Ma3éritelma. Jos maksimi/minimi on méérittelyjoukon A reunalla, niin sitd
sanotaan reunamaksimiksi/reunaminimiksi (boundary mazimum/minimum). Jos
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maksimi (minimi) on mé&rittelyjoukon A sisélld, niin sitd sanotaan sisdmak-
simiksi/sisaminimiksi (interior mazimum/minimum).

Yksikésitteinen globaali optimi (maksimi tai minimi) voidaan 16ytaa seuraa-
van teoreeman avulla. Sen todistus perustuu nelimuotoihin, mutta sivuutetaan
talla kurssilla.

Teoreema 1 (a) Funktiolla (3.1) on yksikdsitteinen lokaali sisimaksimi
pisteessd (x7, ..., x%) silloin ja vain silloin kun

1. fi =0 kaikilla i = 1,...,n (ensimmdisen asteen ehdot),

2. Hessin determinantin (3.2) padaminoreilla on vaihtuvat etumerkit seuraavasti
(toisen asteen ehdot):

i fio S fiz fiz
f11 <0, ‘ for fon >0, Jor fe2 faz | <O, .. (3.3)
fs1 fs2 f33
S fiz o fin
for foo o fom >0, kun n on parillinen (3.4)
" < 0, kun n on pariton. '
fnl fn2 fnn

(b) PFunktiolla (3.1) on yksikdsitteinen lokaali sis@minimi pisteessd
(z%,...,2}) silloin ja vain silloin kun

1. f; =0 kaikilla i = 1,...,n (ensimmdisen asteen ehdot),

2. Hessin determinantin (3.2) pddminorit ovat positiivisia (toisen asteen ehdot):

fll f12 fln
T e O At EXRCE)
fnl fn2 fnn

Huom.! Edellinen teoreema pétee vaikka muuttujat xi,...,x, pantaisiin eri
jarjestykseen. Néin ollen jos toisen asteen ehdot saadaan tayttymé&an jollakin
jarjestykselld, niin silloin lokaali optimi on yksikésitteinen.

Edelldolevassa teoreemassa ehto (3.4) on yhtépitédvi sen kanssa ettd funktio
(3.1) on aidosti konkaavi, ja ehto (3.5) yhtépitdva sen kanssa ettéd funktio (3.1)
on aidosti konveksi.

3.1.1 Esimerkki
Tarkastellaan funktiota

y = f(x1,22,23) = 295% + x% + 3;10% — 411 — 6xg — 623, (1,%2,23) € R3.
(3.6)
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Ensimmaéisen asteen ehdot ovat
f1:4.%‘1—4:0, f2:2.’172—6:0, f3=6$3—6=0.

Naisté saadaan ratkaisut 1 = 1, 2 = 3 and 3 = 1. Pdaminorit 1. asteen ehdot
toteuttavassa pisteesséd (1,3,1) ovat

fir fi2 4 0
=4>0, = =8> 0,
fu fiz fa2 0 2
fii fiz fis 4 0 0
fiz foa foz |=| 0 2 0 |=48>0.
fiz faz  fs3 0 0 6

Koska namé kaikki ovat positiivisia, funktiolla (3.6) on yksikésitteinen lokaali
minimi pisteessi (1,3, 1).
3.2 Optimointi yhden yhtilon rajoittamana

Tarkastelemme nyt funktion (3.1) optimointia (maksimointia tai minimointia),
kun rajoitteena on yhtalo

g(1,22, ..., x,) = 0. (3.7)

jossa g on differentioituva funktio. Merkitdéan yksikertaisuuden vuoksi funktion
(3.7) osittaisderivaattoja seuraavasti:

.9 . 99
9i = axiv gij = Bgciaxj’

Rajoitteella (3.7) ei ole mitdén merkitysti, jos ei ole olemassa edes yhté endo-
geenista muuttujaa, josta funktio g(z1, e, ..., z,) on riippuvainen. Jotta toisen
asteen ehdot voitaisiin kirjoittaa mahdollisimman yksinkertaiseen muotoon, olete-
taan

g1 # 0.

Muissa suhteissa endogeenisten muuttujien jarjestyksellé ei ole valia.
Suoraviivaisin tapa on ratkaista rajoitteesta (3.7) jokin muuttujista (esim.
21) muiden muuttujien (esim. xs, ..., x, ) funktiona:

x1 = X(22, .0y Tp)- (3.8)

Jos ratkaisua (3.8) ei 16ydy eksplisiittisesti, niin sen voi etsid implisiittisesti kom-
paratiivisen statiikan avulla [ks. moniste "Komparatiivinen statiikka", taméa lu-
entosarjal].  Sijoittamalla (3.8) saadaan maksimoitava funktio (3.1)
muotoon

y:f(X(xg,...,xn),a:Q,...,xn). (3.9)

Funktio (3.9) voidaan nyt maksimoida ilman rajoitetta. T#ssa voidaan menetelld
samalla tavalla kuin kappaleessa 3.1.
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Joissakin taloudellisissa sovelluksissa ratkaisun (3.8) muodostaminen ei ole
tarkoituksenmukaista, koska se voi esimerkiksi tehdd mallin hankalammin tulkit-
tavaksi. T4lloin joudutaan edellé esitellyn sijoitusmenetelmén sijasta kdyttaméaan
Lagrangen menetelmdid, jonka esittelyyn kiiytdmme tdmén kappaleen loppuosan.

Funktion (3.1) optimointi rajoitteena (3.7) voidaan k&&nt&dd optimoinniksi
ilman rajoitetta muodostamalla Lagrangen funktio

L(.’L‘l, '--a-rn7xn+l) = f(mla [ xn) + xn+lg(m17 ) l‘n), (310)

missé z,41 on Lagrangen kerroin. Merkitdan yksikertaisuuden vuoksi funktion
(3.10) osittaisderivaattoja seuraavasti:

oL . OL

Li= o~ Lij=5——,
8(Ei J &claaz]

Lagrangen funktiota (3.10) maksimoidaan nyt muuttujien (x1, ..., x,41) avulla
ilman rajoitetta. Tésséd voidaan menetelld pienin muutoksen samalla tavoin kuin
kappaleessa 3.1.

Rajoitettu Hessin determinantti on muotoa

Ly Lo ... Ly L1yt

Loy Loy ... Loy Lot

(3.11)
Lnl Ln2 Lnn Ln,n+1
Ln+1,1 Ln+1,2 Ln+1,n Ln+1,n+1

L1 Liz ... Lin o 0 g1 92 .. gn

Loy Lo ... La, go 91 Liin Lo ... L1,

Lt Lns oo Lom on

g1 g2 9n 0 gn Lpy Lp2 oo Lag

Teoreema 2 (a) Funktiolla (3.1) on yksikdsitteinen lokaali sisimaksimi
rajoitteena (3.7) pisteessd (75, ...,x%) silloin ja vain silloin kun

1. L; =0 kaikilla i = 1,...,n (ensimmdisen asteen ehdot),

2. Rajoitetun Hessin determinantin (3.12) padaminoreilla on vaihtuvat etumerkit
seuraavasti (toisen asteen ehdot):

0 g1 92 93
0
I 92 g1 Lii Lz Lis

L L >0, <0,
9L H 12 g2 Liz Loz Los

L L
g1 Fiz2 L2z g3 L1z Log Lss
0O o 92 - n
g Lu Lz .. L >0, kun n on parillinen

ey 92 Lz Lo ... Lo <0, kun n on pariton.

g3 Ln3 Ln3 Lnn
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(b) Funktiolla (3.1) on yksikdsitteinen lokaali sisGminimi rajoitteena (3.7)
pisteessd (x3,...,x%) silloin ja vain silloin kun

1. L; =0 kaikilla i = 1,...,n (ensimmdisen asteen ehdot),

2. Rajoitetun Hessin determinantin (3.12) pddminorit ovat negatiivisia (toisen
asteen ehdot):

0 o1 92 93

0 g1 ¢
g1 L Lz | <O, g Lu L L <0,
g Lo Lo g2 Lia Lo Los
93 Liz Loz L33
0 ¢ 92 - on
g1 L1 Liz ... Lip
. g2 Lis Loy ... Lo, | <O.
g3 LnS LnB Lnn

3.2.1 Esimerkki 1
Etsi funktion y = xz &ariarvo rajoitteena x + z = 8.

Ratkaistaan tdméa ongelma ensiksi sijoitusmenettelylla. Ratkaistaan rajoite
muotoon z = 8 — x ja sijoitetaan tavoitefunktioon, jolloin saadaan

y(x) = (8 — x).
Ensimmaéisen ja toisen asteen ehdoista
dy d*y
—=8-2xr=0, —-—5=-2<0.
dx v dx?

néhdéén, ettd funktiolla on annetuissa rajoissa maksimi pisteessd x = % = 4.
Funktion maksimiarvo on y(4) = 42 = 16.

Seuraavaksi ratkaistaan sama Lagrangen menetelméllda. Muodotetaan La-
grangen funktio
L(z,z,\) =2z 4+ A8 — 2 — 2],
missd A on Lagrangen kerroin. Ensimmaéisen asteen ehdot:
oL oL oL
— = —=x—-A=0, —=8—x—2=0.
o 0z " " oA e

Niistd saadaan ¢ = 2z = A = % = 4. Muodostetaan rajoitettu Hessin determi-
nantti:

z—A=0,

%L %L %L
oA oNOx OOz
Bg\L 8>§L 8>éL
BETODN g2 dx0z
CLIAN LI L))
0z0A 020x 022

D | g

‘=1+1:2>0
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Koska tdmé on positiivinen, niin dariarvo x = z = 4 on maksimi.
3.2.2 Esimerkki 2
Optimoidaan funktiota

y = f(z1,x0,23) = x% + mg + m§ — 221 — 2m9 — 203 — 21273,
($1,$2,$3) S R3, (313)

rajoitteena
g(x1, 20, 23) =21 + 22+ 25 —9=0. (3.14)
Tamén ongelman Lagrangen funktio on

L(z1, @0, x3,24) = x% + x% + x% — 221 — 2m9 — 223 — 2212023
+ZL'4[I1 + x9 + 3 *9] (315)

Ensimmaisen asteen ehdot ovat

L1 :2£1—2—21‘2l‘3—$4=0,

L2:2$2—2—2$11‘3—1‘4:O7

L3 :2$3—2—2$1$2—$4:0,

Liy=z1+224+23—-9=0.
Tésta saadaan ratkaisu x7 = zo = 23 = 3.

Rajoitettu Hessin determinantti ensimmaéisen asteen ehdot toteuttavassa pis-
teessé (3,3,3) on muotoa

0 g1 g2 93 0 1 1 1 0 1 1 1
a1 L11 L12 L13 o 1 2 —21}3 —211,‘2 o 1 2 —6 —6
g2 L12 L22 L23 - 1 —21‘3 2 —2.731 o 1 -6 2 —6
gs L13 L23 L33 1 72!172 721‘1 2 1 76 76 2
=-192 < 0.
Sen pdaminori on

0 1 1

1 2 —-6|=-16<0.

1 -6 2

Koska molemmat determinantit ovat negatiivisia, funktiolla (3.13) on yht&lon
(3.14) antamissa rajoissa minimi pisteessé (3,3, 3).

3.2.3 Esimerkki 3

Kuluttaja valitsee kulutuksensa (c1, c2) maksimoidakseen hyotyé

Uler, ), (c1,62) € R?, (3.16)
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missé ¢; on hyddykkeen 1 ja co on hyddykkeen 2 kulutus, budjettirajoitteena
pic1+pace =1, (3.17)

missé py ja pe ovat hyodykkeiden 1 ja 2 hintoja ja I tulot. Hyotyfunktiolla (3.16)
on tavalliset ominaisuudet

02U <0 02U < 02U >0
aC% ’ aC% ’ 801802 '
Tamén ongelman Lagrangen funktio on
L(Cl,CQ,)\) = U(Cl,CQ) +)\[pr161 7[)262}, (318)

missd A on Lagrangen kerroin. Ensimmaéisen asteen ehdot ovat

oL oU oL  oU oL
— =——mA=0, —=——-—pA=0, —=1- — =0.
dct dcy P1 Dy EY D2 N pic1 — p2C2
Rajoitettu Hessin determinantti on muotoa
0 —p1 —p1 ) ) )
_ 9°U 9*U 5 0°U o°U 5 0°U
P ac? dci0c; | = —P1 75 T2P1P2 m—=— P2 5 > 0.
92U 92U ~— (982 N 861862 ~— (981
P2 Oc10cs dc3 - \\:J + g — =

Téten hyotyfunktiolla (3.16) on budjetin (3.17) rajoissa maksimi.

Lagrangen funktion (3.18) maksimiarvoa sanotaan myos epdasuoraksi hydty-
funktioksi V(I,p1,p2), joka kertoo hyotytason tulojen I ja hintojen funktiona.
Silla om sama arvo kuin kuluttajan hyodylla optimissa:

V(I,p1,p2) = L(ci, 3, A) = Ulct, ¢3) + AL = pict — pacy] = U(eq, c3),
————
=0, (3.17)

missé c} ja c; ovat kuluttajan valitsemat optimiarvot kulutukselle ¢; ja cz. Koska
1. asteen ehtojen nojalla dL/0cy = OL/dco = 0, vaikutuksia cj:m ja c5:n kautta
el tarvitse ottaa huomioon. Koska 0V /0I = A, Lagrangen kerrointa A voidaan
pitda tulon rajahyotyna — yksi euro tuloihin I lisdé hyotytasoa A:n verran.

Klassinen tulos: Epédsuoran hyétyfunktion derivaatta hyddykkeen ¢ hinnan p;
suhteen on sama kuin minus kuluttajan rajahydty A kertaa saman hyddykkeen
1 kulutus ¢;:

OV /0p; = —Acf = —A¢;.

3.2.4 Esimerkki 4

Olkoon tuotantokustannukset wL + rK ja tuotantofuntio Y = F(K, L), missi
Y tuotos, L ty6, K paddoma, w palkka ja r korko (lopputuoteen hinta on valittu
ykkoseksi). Tuottaja minimoi kustannuksiaan wL +rK valitsemalla panoksensa
K ja L siten, ettd tuotanto Y pidetdan annetulla tasolla:

F(K,L)=Y.
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Taméan ongelman Lagrangen funktion on
Q(K,L,w,r,Y)=wL+rK +ulY — F(K, L), (3.19)
missé p on Lagrangen kerroin. Emsimmaéisen asteen ehdot ovat

0Q _o 9Q_ _
ﬁ—T—ﬂFK(K,L)—O, 87[/—7" /,LFL(K,L)—O, (320)
missé Fx = JL/OK ja F, = JL/OL.
Lagrangen funktion (3.19) minimiarvoa sanotaan (kokonais) kustannusfunk-
tioksi:

C(w,r, Y) - Q(K*,L*,w,r,Y) =wl* +7rK" + :LL[Y - F(K*ﬂL*)]7 (321)

missd K* ja L* ovat pddoman ja tyon optimiarvot. Koska 1. asteen ehtojen no-
jalla 0Q/0L = 0Q/0K = 0, vaikutuksia K*:n ja L*:n kautta ei tarvitse ottaa
huomioon. Koska 0C/9Y = p, Lagrangen kerrointa p voidaan pitdéd rajakus-
tannuksina — yksi yksikko tuotantoa Y lisdd kustannuksia p yksikkoa.

Klassinen tulos: Kustannusfunktion derivaatta panoksen L (K) hinnan w
(r) suhteen on tdmén panoksen kysyntd L (K):

ac il

Y _Ir=L Z_-—K*=K.
ow T Or

3.3 Optimointi monen yhtilon rajoittamana

Edellisessé kappaleessa esitelty teoria optimoinnista yhden yhtélon rajoittamana
voidaan yleistaéd koskemaan optimointia, jossa rajoittavia yhtaloitd on mielival-
tainen maara m:

g"(x1,20,...,2,) =0, h=1,..,m, (3.22)

jossa ¢g" on differentioituva funktio. Merkitdsn yksikertaisuuden vuoksi funk-
tioiden (3.22) osittaisderivaattoja seuraavasti:

ag" ag"
ho- ho - . .
g; za—mi, 9i; = 9207, i=1,...,n, j=1,...,n, h=1,...m<n.

Oletetaan, etti rajoitteiden (3.22) Jacobin determinantti m;n ensimmaéisen en-
dogeenisen muuttujan suhteen on nollasta eroava:

g1 92 - 9n

Tamé takaa sen, ettd kaikilla rajoitteilla on optimoinnin kannalta jotain merk-
itystd. Endogeenisten muuttujien jérjestys voidaan vapaasti valita edellyttaen,
ettd (3.23) pysyy voimassa.
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Suoraviivaisin tapa on ratkaista rajoitteesta (3.22) m muuttujaa (esim.
X1, ..e, Ty) muiden muuttujien (esim. @41, ..., n,) funktiona:

zh = X"(Tomgts o tn), h=1,..m. (3.24)

Jos ratkaisua (3.24) ei 16ydy eksplisiittisesti, niin sen voi etsid implisiittisesti
komparatiivisen statiikan avulla [ks. moniste "Komparatiivinen statiikka", tdmé
luentosarja]. Sijoittamalla (3.24) saadaan (3.1) muotoon

y= f(Xl(me, ooy @)y ey X (Tpmt 1y ooy T )y Tonk 15 ,:L'n) (3.25)

Funktio (3.25) voidaan nyt maksimoida ilman rajoitetta. Tassd voidaan menetel-
14 samalla tavalla kuin kappaleessa 3.1.

Vaihtoehtoisesti voidaan kdyttd& Lagrangen menetelmdd seuraavasti. Funk-
tion (3.1) optimointi rajoitteina (3.22) voidaan kd&ntéd optimoinniksi ilman
rajoitetta muodostamalla Lagrangen funktio

m
L(z1,..os Tntm) = f(T1, s Tp) + Z Lo ng" (T1, 0 ), (3.26)
h=1
MISSA Tpyp 1, -oey Tntm OVat Lagrangen kertoimia. Merkitdan yksikertaisuuden vuok-

si funktion (3.26) osittaisderivaattoja seuraavasti:

. 0L . OL . .

Li:%, szm, 2:1,...,n+m; j:1,,n+m
Lagrangen funktiota (3.26) maksimoidaan nyt muuttujien (z1, ..., Zp4m) avulla
ilman rajoitetta, samoin kuin kappaleessa 3.1.

Rajoitettu Hessin determinantti on muotoa

Ly .. Ly, gt ... g7
H trdm 0 Loy o L gl o g
= 1 1
0o .. O
Ln+m,1 Lner,ner 91 In
gt .. gr 0 .. 0
0 .. 0 gt .. gt
o .. 0 ¢ ... gv
= 3.27
g o g0 Loy o Lon

Teoreema 3 (a) Funktiolla (3.1) on yksikdsitteinen lokaali sisimaksims

rajoitteena (3.22) pisteessd (x5, ...,x%) silloin ja vain silloin kun

1. L; =0 kaikilla i = 1,...,n (ensimmdisen asteen ehdot),



30

2. Rajoitetun Hessin determinantin (3.27) padaminorilla numero (2m + 1) on
sama etumerkki kuin termilld (—1)™*1, ja siiti eteenpdin etumerkit vai-
htuvat niin ettd paidminorilla numero (2m + s) on sama etumerkki kuin
termalli (—1)™*s.

(b) Funktiolla (3.1) on yksikdsitteinen lokaali sis@minimi rajoitteena (3.22)
pisteessd (x7,...,x%) silloin ja vain silloin kun

1. L; =0 kaikilla i = 1,...,n (ensimmdisen asteen ehdot),

2. Rajoitetun Hessin determinantin (3.27) padaminorit numerosta (2m+1) eteen-
pdin ovat samaa merkkid kuin (—1)™ (toisen asteen ehdot).

Huom.! Kaikki rajoitetun Hessin determinantin (3.27) pddminorit, joiden jijestys-
luku on pienempi kuin (2m + 1), ovat nollia.

3.3.1 Esimerkki

Tarkastellaan kotitaloutta, joka kuluttaa neljaa hyodykettd ja maksimoi hyoty-
funktiota

Uler,ca,c3,¢4), (c1,c2,¢3,¢4) € R, (3.28)

missé ¢; on hyddykkeen i kulutus. Funktio (3.28) oletetaan kahdesti derivoitu-
vaksi. Merkitadn yksikertaisuuden vuoksi

ou ou
ii4 ) i'i77 i 1727 747 . 1’27 74'
U 3o Uij Do, i€ 3,4}, je{ 3,4}

Kotitalouden budjettirajoite on
pic1 + paca + pacs + paca = 1, (3.29)

missé I on tulot ja p; hyodykkeen ¢ hinta. Tamperelaisen taloustieteilijan Ilari
Tyrnin mukaan hyodykkeiden kuluttaminen ei vie ainoastaan rahaa, vaan myos
aikaa. Niinpa oletetaan, ettéd kotitalouden aikavaranto ) on yksikk6a ja hyodyk-
keen i kuluttamiseen tarvitaan g; aikayksikkoa. Téasté tulee kotitaloudelle aikara-
joite

qic1 + qac2 + q3cz + quca = Q. (3.30)

Kotitalous maksimoi hyGtyddn (3.28) siten, ettéd sekd budjetti- (3.29) ettd
aikarajoite (3.30) ovat yhtd aikaa voimassa. Tastd Lagrangen funktio

L(ci,e2,¢3, ¢4, A, 1) = Ulcr, c2,¢3,¢4) + AL — prer — paca — p3cs — pacy]
+ u[Q — qrer — gaca — g3cs — qacal,
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misséd Lagrangen kerroin A voidaan tulkita tulon I ja kerroin p ajan @ ra-
jahyddyksi. Ensimmaisen asteen ehdot ovat

oL
=U;,—Ap; —pg; =0, i=1,..4,

8Ci
o »
3N Pi1€1 — P2C2 — P3C3 — Pacq = U,
OL
e Q — qic1 — q2c2 — qzcz — qacy = 0.

i

Rajoitettu Hessin determinantti on muotoa

0 0 p1 p2 p3 P4
0 0 a1 ¢ @ @
pr ¢ U Uz Uiz Uy
p2 g2 Ui Uz Uz Uy
p3 q3 Usr Usx Usz Usy
Pa qa Usn Uspp Uy Uy

Toisen asteen ehdot hyodyn maksimoinnille ovat voimassa, jos pddminorilla nu-
mero (2-2+ 1) =5 on sama etumerkki kuin termillii (—1)2*! ja seuraavalla on

vastaikkainen etumerkki:

0 0 p p2 p3 a4
0 O
0 0 Zi Z; Z; 0 0 g g ¢ @
p1 @1 Uit U Uz U
pi @1 U U Uz | <0,
P2 q2 Uzt Uz Uz Uy
p2 q2 Ui Uz U
ps g3 Us Usy Uss p3 q3 Uz Usz Usz Uy
Ps s Uyt Uy Uiz Uy

> 0.

3.4 Optimointi epayhtiléiden rajoittamana

Tarkastelemme nyt funktion (3.1) maksimointia, kun rajoitteina ovat
epayhtalot

" (x1, 20, .y y) >0, h=1,..,m, (3.31)

jossa ¢g" on differentioituva funktio. Merkitiin yksikertaisuuden vuoksi funk-
tioiden (3.22) osittaisderivaattoja seuraavasti:

dg" og"

h _ h - . .

L= -, L= B = 17...7 5 = 1,..., 5 h: 1,...7 .
9; oz, 9ij 35518.%] ¢ n, J n m

Téamaé ongelma ratkaistaan Kuhnin-Tuckerin menetelmdlld seuraavasti. Muo-
dostetaan Lagrangen funktio

L(z1, ooy Tppm) = f(@1, 00y 0) + Z Ty n g (X1, ey 2. (3.32)
h=1
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Merkitdédn yksikertaisuuden vuoksi funktion (3.32) osittaisderivaattoja seuraavasti:

oL . OL

L. == T
! 6:171‘7 * 83;,»81;/

t=1.,n+m; j=1...,n+m.

Ensimmaéisen asteen ehdot ovat nyt muotoa

oL
3:1:i

oL
=0, kun i=1,...,n, 30,5 = 0 jaxz; >0, kun i=n+1,...,n+m. (3.33)
Tq
Muuttujia (41, .-, Tntm ) koskevia ehtoja sanotaan Kuhnin-Tuckerin ehdoiksi.
Tama yleistdd nidppéarésti aikaisemmin opitun teorian:

e Jos rajoite ei ole sitova, g" (1, ..., x,) > 0, niin silloin vastaava Lagrangen
kerroin on nolla, x,, 4, = 0. Talloin optimointi tehd&an ikd&n kuin rajoitet-
ta ei olisikaan (vrt. kappale 3.1).

e Jos rajoite on sitova, g"(z1, ..., x,) = 0, niin silloin z,, 4}, voi saada nollas-
ta poikkeavia arvoja. Télloin optimointi tehdaan kuten yhtélorajoitteen
tapauksessa.

Huom. 1 Rajoitteiden g" > 0 ep#iyht#lon suunnan vaihtaminen kiifintas Kuhnin-
Tuckerin x; > 0 epéayhtéldiden suunnan! Jos funktiota (3.1) maksimoidaan ja
rajoitteet ovat (3.31):n sijasta muotoa

" (x1, 29, .. ,) <0, h=1,..,m, (3.34)
niin silloin ensimmiéisen asteen ehdot ovat (3.33):n sijasta muotoa

OL OL
=0, kun i=1,....n, —ux; =0 jax; <0, kun i=n+1,...,n+m. (3.35)
Ox; Ox;

Tobistus: Kerrotaan rajoitteet (3.34) (—1):114, jolloin saadaan
—g"(x1, 20,0 y20) >0, h=1,...m. (3.36)

Maksimoidaan nyt funktiota (3.1) rajoitteina (3.36). Lagrangen funktioksi tulee
L('rlv (8] xn—i—m) = f(xla ) zn) + Z jn-ﬁ-h[_gh('xh (S xn)]a (337)
h=1

jossa Tp41, ..., Tntm Ovat Lagrangen kertoimia. TAll6in ensimmaisen asteen ehdoik-
si tulee

oL oL
=0, kun i=1,....n, —&; =0 jaZ; >0, kun i=n+1,...,n+m. (3.38)
Maérittelemallda uudet muuttujat x,1, = —Z,4p ja sijoittamalla ndméa

(3.37):een ja (3.38):een saadaan Lagrangen funktio (3.32) ja ensimmmaéisen as-
teen ehdot (3.35).
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Huom. 2 Maksimoinnin vaihtaminen minimoinniksi kd&ntdd Kuhnin-
Tuckerin x; > 0 epéyhtéldiden suunnan! Jos funktion (3.1):n minimoidaan ra-
joitteena (3.31), niin silloin ensimmaéisen asteen ehdot ovat (3.33):n sijasta

OL
8.%1'

L
%= 0 jaz; <0, kun i=1,...,n+m.  (3.39)
L

=0, kun i=1,...,n,

Topbistus: Funktion (3.1):n minimimointi rajoitteena (3.31) on sama asia kuin
funktion —f(z1,...,x,) maksimointi rajoitteena (3.31). T&td vastaava maksi-
moitava Lagrangen funktio on

m

L(21, ooy Tngm) = —f(@1, 0 20) + > Ening” (@1, 000 20), (3.40)
h=1
jossa Typ41, -y Tnt+m Ovat Lagrangen kertoimia. Tata vastaavat ensimmaéisen as-
teen ehdot ovat
oL L . .. .
=0, kun i=1,....,n, —; =0 jaZ; >0, kun i=n+1,...,n+m. (3.41)
Funktion (3.40) maksimointia vastaa funktion
L(z1, .y Tppm) = —li(xh wees Tyt
m
= f(z1,. Tn) +Z(—£n+h)gh(m1,...,mn) (3.42)
h=1
minimointi. Méaéarittelemalla uudet muuttujat z,4+, = —Zn4p ja sijoittamal-

la ndmé (3.41):een ja (3.42):een saadaan Lagrangen funktio (3.32) ja ensimm-
maéisen asteen ehdot (3.39).

Huom. 3 Huomautuksista 1 ja 2 seuraa, etté jos funktiota (3.1) minimoidaan
rajoitteilla

gh(svhacg7 ey @p) <0, h=1,..,m,

niin silloin ensimmaéisen asteen ehdot ovat

OL
8.’[77;

=0, kun i=1,....n, —ax; =0 jaz; >0, kun i=1,...,n+m.

8@

3.4.1 Toisen asteen ehdot

Optimoinnista epédyhtélorajoitteella on vaikea antaa mitdan yleipétevid toisen
asteen ehtoja. Monissa taloudellisissa malleissa toisen asteen ehtojen olemassao-
lo taataan seuraavasti:

(a) Olkoon tarkoituksena on maksimoida funktiota (3.1) rajoitteina (3.31). Tal-
16in vélttaméattomét ehdot (3.33) ovat samalla riittdvit ehdot, jos seké
tavoitefunktio (3.1) ettd rajoitefunktiot (3.31) ovat konkaaveja, so. jos ni-
iden Hessin determinanttien pd&minorit toteuttavat ehdot (3.4).
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(b) Olkoon tarkoituksena on minimoida funktiota (3.1) rajoitteina (3.31). Tal-
16in valttdméttomat ehdot (3.33) ovat samalla riittdvit ehdot, jos seki
tavoitefunktio (3.1) ettd rajoitefunktiot (3.31) ovat konvekseja, so. jos ni-
iden Hessin determinanttien pa&minorit toteuttavat ehdot (3.5).

3.4.2 Esimerkki 1

Osoita, ettd on aivan sama, maksimoidaanko funktiota f(z1,...,2,)
yhtilorajoitteella g(x1,...,2,) = 0 vai maksimoidaanko sitd epéy-
htélorajoitteilla g(x1, ..., x,) > 0 ja g(z1, ..., z,) < 0, kun % #0 ja

)
6—; #0.
Lagrangen funktio yhtélorajoitteen tapauksessa:

L= f(z1,...,zn) + Ag(x1, ..., Tp)-

Emsimmaisen asteen ehdot:

OL _ 0f | 09

oz, or, oz, =0, i=1,...n, (3.43)
oL
T g(x1, .y xpn) = 0. (3.44)

Lagrangen funktio epdyhtélorajoitteiden tapauksessa:
L= f(z1,...,xn) + Mg(z1, ..y xn) + Aa[—g(x1, ..., Tp)]
= f(il?l, ,.’L'n) + ()\1 — )\g)g(atl, ,xn)
Emsimmaisen asteen ehdot:

oL  of o9

= — i=1,... 4

a.’L‘i axl + (Al )\2)axl Oa 7 ) , 1, (3 5)

L
87)\1 = )\19(1’1, ,.’L’n) = O, )\1 Z O, (346)
o\

L
87)\2 = )\Qg((El, ,.’En) = 07 )\2 > 0. (347)
02

Koska % # 0 ja 88791 # 0, ehdon (3.45) nojalla jomman kumman muuttujista
A1 ja Ag tdytyy olla nollasta eroava. Jos A\; > 0, niin silloin (3.46):n mukaan
g(x1,...,zn) = 0, ja jos Az > 0, niin silloin (3.47):n mukaan g(z1,...,2,) =
0. M&aritellddn muuttuja A = A; — Ao, jolloin ehdot (3.45) saadaan muotoon
(3.43). Niin ollen g(z1,...,x,) = 0, ja ehto (3.44) pitd& aina paikkansa. Koska
molemissa tapauksissa ensimmaéisen asteen ehdot ovat taysin samat, ne johtavat

taysin samaan tulokseen.

3.4.3 Esimerkki 2

Minimoitava f(z,y) = 2% + y? rajoitteena z +y > 1.
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Lagrangen funktio:
L(.’I?,y,)\) = .7}2 +y2 +)‘[1 - _y]

Ensimmaisen asteen ehdot:

JOL oL oL
— =2r-A=0, 8—y:2y—)\:0, —A=[l-z—-ylA=0, A>0.

oxr oA
(3.48)

Tarkastellaan erikseen kahta tapausta: rajoittamatonta optimia A = 0 ja ra-
joitettua optimia A > 0.

Jos A = 0, niin silloin (3.48):n perusteella x = y = 0. Tamé& on kuitenkin
ristiriidassa rajoitteen x +y > 1 kanssa, joten A = 0 ei ole mahdollista. Koska
A > 0, ehdot (3.48) muuttuvat yhtilorajoitemuotoon:

oL oL oL

— =2r—-A=0, —=2y—A=0, ——=1—-zx—y=0. 3.49
Téastéd kolmen yhtélon yhtaloryhmasta ratkaistaan x =y = % ja A = 1. Sijoitta-
malla takaisin tavoitefunktioon rajoitetuksi minimiksi

RO RICI S S S

Yhtaloiden (3.49) perusteella

Lyx Lyxg Ly 0o -1 -1
LmA Lxm Lacy = -1 2 0
Lyy Lyz Ly -1 0 2
= (=)' (=1)(=2) + (-1)*"*(-1)2 = -4 <0,
joten (3.50) on lokaali minimi.
3.4.4 Esimerkki 3
Maksimoitava
f(z,y) = 64a — 2% + 4oy — 4y* + 32y — 14 (3.51)

rajoitteena = + y < 50.
Lagrangen funktio:
L(z,y, \) = 642 — 22° + 4oy — 4y® + 32y — 14 4+ A\[50 — 2 — 9.

Ensimmaéisen asteen ehdot:

8—L=64—4x+4y—)\:07 8—L:4ac—8y—i-32—)\:07

or dy

L

a—)\:[50—x—y])\:07 A>0. (3.52)

O



36

Tarkastellaan erikseen kahta tapausta: rajoittamatonta optimia A = 0 ja ra-
joitettua optimia A > 0.
Jos A = 0, niin silloin
oL

— =64 —4x+4y =0,

L
T2 4 — 8y +32 =0. 3.53
B r—8y+ (3.53)

0
dy
Naisté ratkaistaan = = 40 ja y = 24. Sijoittamalla takaisin (3.51):een saadaan
rajoittamattomaksi optimiksi

£(40,24) = 1650. (3.54)
Yhtéaldiden (3.52):n perusteella

L 4 =8

ry

Lyw = —4 <0, ’

’:32—16:16>0,

joten (3.54) on lokaali maksimi.
Jos A > 0, niin silloin ehdot (3.52) muuttuvat yhtélérajoitemuotoon:

oL 0L

— =64—4dzx+4y—A=0, — =4 —-8y+32—-XA=0,

ox dy

oL

5750—x—y70. (3.55)

Tastd kolmen yhtédlon yhtéloryhmaésta ratkaistaan @ = 31.6, y = 18.4 ja A =
11.2. Sijoittamalla takaisin (3.51):een saadaan rajoitetuksi maksimiksi

£(31.6, 18.4) = 1571.6. (3.56)

Yhtélsiden (3.55) perusteella

Ly Ly, Lyy 0 -1 -1
Lx)\ er L'I)y = -1 —4 4
Lyx  Lyz Ly -1 4 =8

= (=) (=1)(84+4) + (—1)*T?(~1)(—4 —4) =12+ 8 =20 > 0,

joten (3.56) on lokaali maksimi.
Koska rajoittamaton maksimi (3.54) on suurempi kuin rajoitettu maksimi
(3.56), niin (3.54) on ratkaisu.

3.4.5 Esimerkki 4
Maksimoidaan funktiota (3.51) rajoitteena x +y < 79.
Lagrangen funktio:

L(z,y,\) = 642 — 22° + 4oy — 4y® + 32y — 14+ \[79 — 2 — y].
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Ensimmaéisen asteen ehdot:

0L OL

T2 =64 —da+ 4y — A =0, =4z —8y+32—A=0,

ox dy
L
%A: [19—2—ylA=0, A>0. (3.57)

Tassé voidaan tarkastella erikseen kahta tapausta: rajoittamatonta optimia A =
0, jonka ratkaisu on (3.54), ja rajoitettua optimia A > 0, jossa ehdot (3.57)
saavat yhtélorajoitemuodon

oL L
—=064—4drx+4y—A=0, —=4r—-8y+32—-X1=0,
Ox oy

oL

79—z —y=0.

oA vy

Téasta kolmen yhtdlon yhtaloryhméstd saadaan x = 49, y = 30 ja A = —12 < 0.
Koska A < 0 on ristiriidassa ehtojen (3.57) kanssa, niin tdmé tapaus ei ole
mahdollinen. Néin ollen rajoite x4y < 79 ei voi olla sitova ja (3.54) on ratkaisu.

3.5 Sovelluksia
3.5.1 Cobb-Douglas hyotyfunktio

Cobb-Douglas hy6tyfunktiolla on kiyttokelpoinen ominaisuus ettd hyodykkei-
den meno-osuudet ovat samat kuin hyotyfunktion parametrit. Tdmé voidaan
osoittaa seuraavasti.

Olkoon Cobb-Douglas hy6tyfunktio muotoa

m m
u= H ¢}’ with Zaj =1 (3.58)
j=1 j=1

misséd ¢; on hyddykkeen j kulutus ja «; ovat parametreja. Funktiolle (3.58)
patee

ou Uj
0l

5o =g (3.59)

Ottaen hyddykkeen j hinnan p; ja kulutusmenot E annettuina kotitalous
maksimoi hyotyé (3.58) kulutuksen (cy, ..., ¢, ) avulla rajoitteena budgetti

m
E=) pjc;. (3.60)
j=1
Tata maksimointia vastaava Lagrangen funktio on

L :logu—I—,u[E—ijcJ}.
j=1
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Maksimoimalla tdmé Lagrangen funktio muuttujien c; avulla johtaa ensim-
maéisen asteen ehtoihin

oL ou Q;
— —up; = —— —up; =0 (=1, ... .
dc; O s cj e =t

Ratkaisemalla téstd pjc; = «;/p ja sijoittamalla budgettirajoitteeseen (3.60)
saadaan

1 «— 1
E=-Ya;== ja pjc;=0a;E. (3.61)
et 1

Johtopéatos:

Tulos 1 Jos kotitaloudella on Cobb-Douglas hyityfuktio (3.58), se jakaa jokaiselle
hyédykkeelle j osuuden a; menoistaan E.

Lopuksi sijoittamalla (3.61) hyotyfunktioon (3.58) saadaan:

Tulos 2 Jos kotitaloudella on Cobb-Douglas hyétyfuktio (3.58), niin sen vastaa-
va epdsuora hydtyfunktio voidaan kirjoitaa menojen E ja hintojen p; funktiona
seuraavasti:

loguzlogE—Zaj log[ojl7

j=1 J

missd oy on hyodykkeen j meno-osuus.

3.5.2 CES hyotyfunktio

CES hyotyfunktiolla on kdyttokelpoinen ominaisuus ettd hyodykkeen kysynnén
hinnan suhteen on hyotyfunktion parametri. T&ll6in hyédykkeen monopolituot-
taja asettaa rajakustannusten pédlle vakiovoittoasteen (mark up).

Olkoo CES hy6tyfunktio muotoa

m
_ 1-1/6
u = E a;c;
Jj=1

missé ¢; on hyddykeen j kulutus ja 6 on vakiosubstituutiojousto kahden hy6dyk-
keen valilla. T&ll6in

ou = 1-1/0
j=1

Ottaen hyddykkeen j hinnan p; ja kulutusmenot E annettuina kotitalous
maksimoi hy6tya (3.58) kulutuksen (cq, ..., ¢, ) avulla rajoitteena budgetti

0/(6—1) m
] with Y "o =1, (3.62)
Jj=1

:| 1/(6-1)
(3.63)

1/6
oz ¢ V0 — o | 2
ajlog ¢; " =ag| | .

j

E=) pjc;. (3.64)
j=1
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Tatd maksimointia vastaava Lagrangen funktio on

m

L= U+M|:E—ij0j:|.
j=1

Maksimoimalla tdmé& Lagrangen funktio muuttujien c¢; avulla johtaa ensim-
madisen asteen ehtoihin

OL ou ult?
-~ _ = o | — — =0 (7=1,...
dcj  Ocj Py = Lj:| e G )

jotka voidaan kirjoittaa yhtapitavasti myos
0
¢ = {O‘J} w (G=1,..,m). (3.65)
Hpj

Sijoittamalla ndmé budjettirajoitteeseen (3.64) ja ottamalla huomioon (3.62)
saadaan

0,1-0 u E
Za — === — (3.66)
H Z 1a9pj
Sijoittamalla tdma (3.65):een saadaan kysyntafunktiot
aZp,ZQE
Zm 0]71 [
a;p;

Jos hyddykkeiden lukumaara m on suuri ja mikd&n parametreista o; ei ole

9, 1-6
hyvin suuri, niin termi akpk on hyvin pieni suhteessa termiin > " jo1 oD Ja

hyddykkeen k£ kysynnén c; hintajoustoksi tulee

cr = (j=1,..,m). (3.67)

9 o[l 0 (1—6)alp;? 1—0)alp,~°
Di 2% ZPkMZPk —*+()% :_9+%m_9-
cr Opk Ipi e YT afp; D1 95D;
_,_/
~0
Johtop&atos:

Tulos 3 Jos kotitaloudella on CES hyétyfuktio (3.62) hyodykkeitd on olemassa
suuri madrd m, niin hyddykkeen k hintajousto on parametri —@.

Sijoittamalla (3.67) hydtyfunktioon (3.62) saadaan

E m e 0/(6—1) 0, 1-6 1/(0-1)
o =D YL R ol

j=1 Y Pj k=1
Johtopéatos:

Tulos 4 Jos kotitaloudella on CES hydtyfunktio (3.62) ja hyddkkeiti on ole-
massa suuri madard m, niin sen vastaava epdsuora hydétyfunktio voidaan kir-
joitaa menojen E ja hintojen p; funktiona seuraavasti:

1/(6-1)
[Z "
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4 1. kertaluvun differentiaaliyhtalot

4.1 Yleista

Jos taloudelliseen tai muuhun malliin sisltyy derivaattoja ajan (tai jonkun
muun etenevin muuttujan suhteen), kysymyksessd on differentiaaliyhtalé. Dif-
ferentiaaliyhtélon kertaluku on yhté kuin korkeimman aikaderivaatan aste yhté-
16ssé. Tassa tarkastellaan 1. kertaluvun differentiaaliyhtéloitéd, joka on muotoa

. dx
0=

= — = f(z), 4.1
= i) (11)
missé x on tilamuuttuja ja t aika. Piste p&alla tarkoittaa derivaattaa ajan suh-
teen. Yksinkertaisin tapa tarkastella differentiaaliyhtélod (4.1) on piirtaé vaihe-
diagramma (phase diagram), jossa pystyakselilla on muuttujan aikaderivaatta
ja vaaka-akselilla muuttuja itse.

5=
A kehitysura

Kuva 4.1.

Kuvan 4.1 systeemilld on tasapaino z,, joka on epéstabiili (epdvakaa): pienikin
poikkeama x,:sta suistaa systeemin pysyvésti tasapainosta x,.

X
A kehitysura
0 % X
Kuva 4.2.

Kuvan 4.2 systeemilld on tasapaino joka on stabiili (vakaa): xp:n ulkopuolella
systeemi hakeutuu tasapainoonsa xy.
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<

Kuva 4.3.

Kuvan 4.3 systeemilld on olemassa sykli: se heilahtelee loputtomasti vililla z. ja
4. Huom! z. ja x4 eiviit ole tasapainopisteitd koska kehitys ei pysdhdy niihin.
Toinen tapa tarkastella kehitystd on piirtdéd aikaura, jossa muuttuja itse on
pystyakselilla ja aika vaaka-akselilla:

X
A

Mfp——————r, — — — — — — — —

< »{, aika

Kuva 4.4: Epastabiili tasapaino z,.

>

Kuva 4.5: Stabiili tasapaino x.
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Kuva 4.6: Sykli vililla z. ja x4

4.2 1. kertaluvun yhtalot, joissa muuttujat voidaan
erottaa.

Oletetaan, ettd muuttujia on kaksi: x ja y. Tarkastellaan differentiaaliyhtaloa

v = % = f(x).

Muuttujista toinen voi olla esim. aika. Tamén differentiaaliyhtlon kaikki ratkaisut
ovat muotoa

v= [ sz c.

missé C' on mielivaltainen vakio ja [ f(z)dz funktion f integraalifunktio.

Esim. 1.y = g—g = z + 1. Integroimalla molemmin puolin saadaan

1
y:/(x—l—l)dat—I—C’: §x2+x—|—C’.
Jos meilld on alkuarvo y(0) = 0, niin

1
y0)=0+0+C=0 = C=0 = y:§x2+x.

4.3 Separoituvat 1. kertaluvun differentiaaliyhtalot

Edella kisiteltya differentiaaliyhtélotyyppid voidaan pitdé erikoistapauksena ns.
separoituvasta differentiaaliyhtdldstd, joka voidaan kirjoittaa muotoon

.. d
gy = f(z), missé ' = 2.

Téllainen yhtélo voidaan ratkaista seuraavasti: késitellddn symboleja dx ja dy
ikddnkuin ne olisivat lukuja eli

W0 =@ = gL =T > gy = @)

Nyt integroidaan molemmin puolin

/g(y)dy = /f(x)dm + C, missd C vakio.
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Ideana on siis muuttujien erottaminen eri puolille, jolloin termit dy, dx voidaan
eliminoida integroimalla.
Esim. 2. (% = zy. Erottamalla muuttujat saadaan

d—yy =xdr = /d—; = /xdﬂc + C1, missd C; vakio
1

= logly| = 5332 +Ch

1,2 1,2 1,2 -
= |yl =e2® TC = 127 = Ce2? missi C' = e

1.2
= y=_Ce2" .

Nyt tulokseen ei tule eteen etumerkkid 4, koska C' on mielivaltainen vakio, joka
voi olla positiivinen tai negatiivinen.

Esim. 3. Maaratain kaikki funktiot y(z), joiden jousto on vakio. Funktio y(x)
voi olla esim. kysyntdfunktio, jossa y on kysytty médrd ja x hinta, jolloin
ratkaisuna saadaan vakiojoustoinen kysyntéfunktio. Muodostetaan differenti-
aaliyhtalo

/
x
A )x = k = vakio. (4.2)
y(x)
Yhtalon vasen puoli on y:n pistejousto x:n suhteen, koska
d
Y’ 4y % ym suht. muutos
—_—r = ——r == .
y y 4z zm suht. muutos

Erottamalla yhtalostd (4.2) muuttujat saadaan

Integroidaan molemmin puolin:
d dx dx
/—y:/kf+01:k/f+cl = log |y| = klog |z| + C4.
Y x x
Jos z ja y ovat positiivisia, niin
logy = klogz+Cy

= y:eklog z+Cy :ecleklogxzceklogz :Celogx :ka’
missi C' = 1.

Siis vakiojoustoinen funktio on potenssifunktio, jonka potenssina on jousto.

4.4 Sovellus: Solowin kasvumalli

Ongelma: Miki on kansantalouden pitkén aikavilin pad&doma/tyopanos -suhde,

jos tyopanos L kasvaa vakionopeudella n = %?

Oletukset:
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(a) Taloudessa yksi hyddyke jota voidaan sekd kuluttaa ettd investoida.

(b) Viesto sddstdd vakio-osuuden s tuloistaan Y:

S =sY, 0<s<l (4.3)

(c) Tasapainossa séddstdminen S on yhté kuin investointi I:

S = 1. Hyodykemarkkinoiden tasapaino (4.4)

(d) On olemassa neoklassinen tuotantofunktio
Y:F(K,L), Fr >0, Fx >0, Frp <0, Fgr >0, Fgr <0, (45)
missd F(0,L) = F(K,0) =0, (4.6)

F on lineaarihomogeeninen (so. vakioskaalatuotot).

(e) P##oma kasautuu investointien avulla. Oletamme yksinkertaisuuden vuok-
si, ettad poistoja ei ole vaan padoma kestad iati, jolloin

K=1 (4.7)
Oletuksesta (d) seuraa
Y 1 K
=—=—-FK,L)=F(—,1)=F(k,1) =
y=7 = TF(K,L) = F(71) = F(k,1) = f(F),
missa
_ X _ tuotos b 5 __ paaoma
=TT tyopanos’ L tybpanos’

Edelleen oletuksista (d) ja (e) sekd yhtaloistd n = % ja (4.8) seuraa

o o .
podk _df) KL-KL K KL upnl .  _ayS_,.
& dt 2 I I1L I I

Y
—(4:3) % — nk =48 sf(k) — nk

eli
k= sf(k)—nk. (4.9)
K

Pddoma/ty6panos -suhdeluku k& = 3 noudattaa 1. kertaluvun differenti-
aaliyhtdlod (4.9). Koska tdmé yhtilo on epélineaarinen, emme ratkaise sité ana-
lyyttisesti, vaan tyydymme graafiseen ratkaisuun. Piirretdén seuraavat kuviot:
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sf(k)

Kuva 4.7.

Kuvassa 4.7 piste £* on stabiili tasapaino. Miten saadaan tasapaino k*?7 Nyt
k*m kohdalla 4% =0

= sf(k*) =nk*

Tulos: Tasapaino k* on tasolla, jossa sddstdminen per capita sy = sf(k) on
yhtédkuin tyévoiman kasvunopeus n kertaa pddomapanos per capita k

Tulkinta: Kansantalous hakeutuu kohden tasoa, jossa pddomapanos per tyo-
panos on tasolla k*.
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Solowin periaate: Pddoma/tyosuhde k = % on pitkalla aikavalilla vakio.

=

=

K L

}_f_n (4.10)
Y 1 K
—=—-F(K,L)=F(—,1

L L ( ) ) (L’)’

missé, % on vakio

.on akio Y L

JR— —) — T —

yony Y L
C=Y-K=410Yy _pK,

C kasvaa siis samaa vauhtia kuin Y ja K. Téten havaitaan, etté pitkalla aikavalil-
14 ty6, padoma, tuotanto, investoinnit ja kulutus kasvavat kaikki samaa vauhtia

n:

L K Y I C

n=— - = —.

L K Y I C
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5 Lineaariset ja vakiokertoimiset differentiaali-
yhtalot

5.1 Yleista
Téssa tarkastelemme differentiaaliyhtéaloité, jotka ovat muotoa
aoy™ + a1y + o+ an 1y + any = g(b), (5.1)
missé ag, ai, as, ..., a, ovat vakioita, n kokonaisluku seki
(n) m:mnen asteen derivaatta (ajan t suhteen)

" 2. asteen derivaatta (ajan ¢ suhteen)

" 1. asteen derivaatta (ajan ¢t suhteen)
g(t) ajan t funktio

Yhtalo (5.1) voidaan kirjoittaa myds muotoon

dny n—ly dy
aodt—n + ay g + .+ an,la + any = g(t).

Yhtélod (5.1) sanotaan ei-homogeeniseksi differentiaaliyhtéloksi. Sité vastaava
homogeeninen differentiaaliyhtélo saadaan, kun asetetaan g(t) = 0:

aoy™ + a1y + L+ an_1y +any = 0. (5.2)

5.2 Homogeenisen yhtilon ratkaiseminen

Koska homogeeninen yht&lo (5.2) on n:ttd astetta, silld on n kpl ratkaisuja eli
mahdollisia muuttujan y funktioita ajan ¢ suhteen, jotka toteuttavat yht&alon
(5.2). Merkitsemme néité ratkaisuja y1(t), y2(¢), .-, yn(t) ja ne saadaan sijoitta-
malla (5.2):een y = e, missi A on vakio. T#llsin saamme

0 = ap\"e™ +a A\ e + a A" 2eM + L+ a1 eM 4 a,e
= e’\t[ao)\” + o A" @\ T 4 a1 Fag),

josta saadaan polynomi
Ao\ + o N 4 a2+ 4 an_ 1 A+ a, = 0. (5.3)

Polynomia (5.3) sanotaan my6s homogeenisen yhtélon (5.2) karakteristiseksi
yhtdloksi.

Siis n:nnen asteen differentiaaliyht&lolld on karakteristisena yhtalond n:nnen
asteen polynomi, jonka juuret Aq, ..., A, ovat differentiaaliyhtélon karakteristiset
juuret. Ratkaisemalla (5.3):sta juuret Aq, ..., A, saadaan sijoitetun funktion y =
eM avulla homogeenisen yhtilon ratkaisut:

yi(t) = et () = et ys(t) =Mt L ya(t) = M
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Muodostamalla néistd painotettu keskiarvo (painot voivat olla my6s negatii-
visia) saadaan homogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu:

ft; AL,y Ay) = At 4 Age?t 4 A et (5.4)

missé ¢ on aika ja Aj, As, ..., A, ovat parametreja (vakioita).

Erikoistapaus. Vaikka useampi juurista olisi sama, kaikkien ratkaisujen on
silti oltava toisistaan riippumattomia. Oletetaan esimerkiksi, ettd edelld s en-
simmaistd ratkaisua olisivat samat:

Al =X =...= A, s <n.

T#l16in ainoastaan ensimméista juurta \; vastaava ratkaisu voi olla muotoa e*tf.
Sen sijaan juuria Asg, ..., As vastaavat ratkaisut muodostetaan seuraavasti:

ya(t) =ttt ys(t) = 2N, () =M L y(t) =N

T#lloin homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu tulee yhtélon (5.4) sijasta muo-
toon
ft; A1, Ay) = AreMt 4+ AgteMt 4 Agt?eMt 4
+A T M A et 4 A et

5.3 Ei-homogeenisen yhtilon ratkaiseminen

Fi-homogeenisen yhtdlon (5.1) yleinen ratkaisu on

y(t) = y(t) + f(t; Ar, oy An) = y(t) + Are™' + Age™ + .+ A’ (5.5)
~—_———
(5.4)

missé y(t) on yhtalon (5.1) yksityis- eli erityisratkaisu ja f(-) on vastaavan ho-
mogeenisen yhtdlon (5.2) ratkaisu. Erityisratkaisu y(¢) taytyy etsid kokeilemalla.
Seuraavat ohjeet yleensa riittavat ratkaisun loytédmisessa.

Tapaus 1. g(t) = g =vakio. Tall6in kokeile sijoittamalla 5.1:een y(t) = p =vakio,
jolloin saadaan y'(t) =0, y”(t) = 0 jne. sekd

— g
anft = g, y(t) = p=—.

Talloin yleiseksi ratkaisuksi tulee

y(t) = y(O) + F(t; Ar, ooy An) = L 4 f(55 Ar o A).

an
Tapaus 2. g(t) on eksponenttifunktio muotoa g(t) = Be", missi B ja h

ovat vakioita. Tamaé muoto on varsin tavallinen monissa kasvumalleissa. Tél-
16in kokei-le sijoittamalla (5.1):een y(t) = Cel, missd h on sama vakio kuin
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edelld g(t):n potenssissa, ja C' on vakio. Talloin yksityisratkaisu ratkeaa seu-
raavasti:

aoh™Ce™ + a k" 1Ce™ + ash™2Ce™ + ...a,_1hCe™ + a,,Ce™ = BeM

= C = Blagh™ +a1h™ ' +ash" 2 + ..an_1h +a,] "
= m = Celt = Blagh™ + ah" '+ ash™ 2+ an_1h+ an]*leht.

Yleiseksi ratkaisuksi tulee

y(t) = y(t) + f(t Ar, .oy An)
= Blagh™ + ath" ' +ash™ 2+ ... +a, 1h+ an]*leht + f(t; Ay, An).

Tapaus 3. g(¢) on m:nnen asteen polynomi eli g(t) = co+c1t+ ... + ¢ t™. Tél-

16in kokeile (5.1):een samanasteista polynomia y(t) = ag + a1t + ... + a,t™.
Kun tédtd polynomia derivoidaan, se pysyy edelleen korkeintaan m:nnen as-
teen polynomina. Kertoimet aq, aq,...,au,, ratkaistaan asettamalla sijoittamisen
jalkeen termien t° =vakio, t2, t3,..., t™ kertoimet yhtisuuriksi molemmilta
puolin yhtaldd. Sijoittamalla saadut «g, ai,...,qu, takaisin polynomiin y(t) =
ag + a1t + ... + a;,t™ saadaan erityisratkaisu ja yleinen ratkaisu.

Tapaus 4. ¢(t) on sini/kosini tyyppia:

g(t) = pBceos(wt) + Basin(wt),
missd w, (1 ja B vakioita.

Tamé muoto on varsin tavallinen monissa suhdannemalleissa. Kokeile 5.1:een
seuraavankaltaista sini/kosini -kehitelméé:

y(t) = by cos(wt) + by sin(wt), (5.6)

missd w sama vakio kuin edellé, by ja bs vakioita.

Kun kehitelméé (5.6) derivoidaan, pysyy se edelleen termien sin(wt) ja cos(wt)
summana. Vakiot b; ja by ratkaistaan asettamalla sjoittamisen jilkeen termien
sin(wt) ja cos(wt) kertoimet yhtésuuriksi molemmilta puolen yhtéaloa. Sijoitta-
malla saadut by ja b takaisisn kehitelméédn 5.6 saadaan erityisratkaisu ja yleinen
ratkaisu.

5.4 Yhteenveto ei-homogeenisen yhtélon ratkaisu-
algoritmista

Lineaarisen ja vakiokertoimisen diff. yht&lon (5.1) ratkaiseminen voidaan tii-
vistdd seuraavaksi menettelyksi.

Vaihe I: Etsi ei-homogeenisen yhtalon
aoy™ 4 ..+ an_1y + any = g(t)

yksityis- eli erityisratkaisu y(t) kokeilemalla (tapaukset 1 — 4 yll4).
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Vaihe I1: Muodosta vastaava homogeeninen yhtalo
aoy™ 4 ...+ apn_1y' + any = 0.
Sijoittamalla tihén y = e ratkaise karakteristinen yhtlo
ao\" + o A" M+ 4 ap At a, =0
ja tdmén juuret A1, ..., \,.
Vaihe I11: Muodosta yleinen ratkaisu
y(t) = y(t) + f(t; AL, . Ay) = y(t) + AreMt + Age?t + .+ Apett

5.5 Stabiilisuus

Tarkastellaan ei-homogeenisen yhtdlon yleisté ratkaisua:

yt) = y(t) AN 4 Age 4 At (5.7)
~—~
erityisratkaisu homogeenisen yhtélon ratkaisu

Téstd havaitaan, ettd erityisratkaisua y(t) voidaan pitdd systeemin (5.7) tas-
apainoisena kehitysurana, jonka ympérilla systeemi (5.7) kehittyy. Homogeenisen
yhtélon ratkaisu taas osoitaa, onko systeemi stabiili vai ei. Systeemi (5.7) on
globaalisti stabiili, y(t) — y(t), jos homog. yht&lon ratkaisu lihenee nollaa eli
jos

y(t) — y(&) = A1eM? + Ape™' + .+ Anett 0, kun t — .

Téten systeemi (5.7) on stabiili, jos kaikkien karakterististen juurien Ag,..., A,
reaaliosat ovat negatiiviset:

Re(A1) <0, Re(X2) <0, .. ,Re(\,)<0.

Siis jos jokin juurista on kompleksiluku muotoa x + iz, niin riittaé, kun reaaliosa
2 on negatiivinen. Stabiili systeemi hakeutuu aina tasapainoon, oli tilamuuttu-
jan y alkuarvo miké tahansa. Jos jonkin juuri A; reaaliosaltaan negatiivinen
(positiivinen), Re(A;) < 0 (Re();) > 0), niin tétad sanotaan stabiiliksi (epdsta-
biiliksi) juureksi. Systeemi (5.7) ei voi olla globaalisti stabiili, jos silla on yksikin
epastabiili juuri. Jos systeemilld on seké stabiileja ettd epéstabiileja juuria, se voi
saavuttaa tasapainoisen kehitysuransa joillakin alkuarvoilla ja pyrkid poispéin
talta uralta muilla alkuarvoilla.

5.6 Esimerkkeji
Ratkaise 1. kertaluvun differentiaaliyhtdlo y' —y =t.

Kaydéaan ratkaisu lépi vaiheittain:

Vaihe I: Haetaan tédydellisen yhtélon yksityisratkaisua. Koska oikea puoli on 1.
asteen polynomi, kokeillaan 1. asteen polynomia y = at 4+ b. Talloin yritetdan
maarita luvut a ja b siten, ettd funktio y = at + b toteuttaa yhtalon ¢y —y = ¢:

!

y=at+b = 1y =a = t=y —y=a—at—>b
= (I4+a)t+b—a=0.
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Viimeisin yhtalo toteutuu, kun t¢:n kerroin 1+ a on nolla ja vakiotermi b — a on

nolla eli a = —1 ja b = a = —1. Téstd saadaan yksityisratkaisuksi

Vaihe [I: Etsitaan homogeenisen yhtilon 3’ — y = 0 ratkaisu sijoittamalla
At

y=e":

0=y —y=rM-eM=(A-1M = A=1 = y=¢.
Titen saamme homogeenisen yhtilon ratkaisun f(t; A) = Ae!, missé A on vakio.

Vaihe I11: Ei-homog. yhtélon 3’ — y = t ratkaisu saadaan summaamalla yksi-
tyisratkaisu ¥ = —t — 1 ja homog. yht#lon ratkaisu Ae':

y(t) = y(t) + f(t; A) = —t — 1 4 Aé'. (5.8)
Varmistus:
yt)=—-t—1+A4e" = ¢y =-14+4 = ¢y -y=t

Ratkaisu (5.8) kertoo systeemin 3y’ — y = ¢ kehitysuran, jossa yksityisratkaisu
y = —t — 1 kuvaa tasapainoista kehitysuraa, ja homog. yht#lén ratkaisu y = Aet
systeemin kehitystd tdmén tasapainoisen uran ympérilla. Koska A = 1 > 0,
systeemilld on epéstabiili juuri. N&in ollen se kehittyy tasapainoisesta urasta
y = —t — 1 poispéin.

Parametri A kuvaa sité, etté ratkaisuna on parvi kiyrié. Jos tiedetddn muut-
tujan y alkuarvo jonakin hetkend, niin téstd parvesta voidaan valita yksittdinen
kiyrd. Esim. jos tiedetdén, ettd y:n arvo hetkelld ¢t = 0 on y(0) = 1, niin saamme
y(0) = -1+ A =1 ja A =2. Talloin taté alkuarvoa y(0) = 1 vastaava yleinen
ratkaisu on y(t) = —t — 1 + 2¢t.

Ratkaise 2. kertaluvun differentiaaliyhtilo "' + y' — 2y = —10 alkuarvoilla
y(0) = 12 ja 3/ (0) = —2.

Koska oikea puoli on vakio, kokeillaan y = p =vakio, josta y' =y =0,
—2u = —10 ja erityisratkaisu §y = p = 5. Tarkastellaan homogeenistd yhtéaloa
y' + 9’ — 2y = 0. Sijoitetaan y = e, josta y’ = Xe jay” = A\2eM. Sijoittamalla
nédma takaisin homog. yht#loén saadaan karakteristinen yht#ls A2 + X — 2 = 0.
Tamén juuret ovat A = 1 ja A = —2, josta saamme homog. yhtdlon ratkaisuksi

y(t) = Are’ + Ase™ 2t

Summaamalla erityisratkaisu § = 5 ja homog. yhtdlon ratkaisu saamme yleisen
ratkaisun koko yhtalolle " + 3" — 2y = —10:

y(t) =5+ Arel + Aze™ 2.
Valitaan vakiot A; ja Ay alkuarvojen y(0) = 12 ja 3’'(0) = —2 avulla. Saadaan
y'(t) = Are! —245e7, y(0) =5+ A1 + A3 =12, y/(0) = A; — 24, = -2,

josta saadaan edelleen yhtéloryhméa Ay + A; = 7 ja Ay — 245 = —2. Tésté
ryhmésté ratkaistaan Ay = 4 ja A = 3. Néin ollen yleinen ratkaisu annetuilla
alkuarvoilla on

y(t) =5+ 4e’ 4 3¢,
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5.7 Sovellus I: Walras’in ‘ndkymaton kasi’

Tarkastellaan hinnan p sopetumista hyédykemarkkinoilla. Olkoon hyédykkeen
kysyntéafunktio
D(t) = —ap(t) + b, a>0,

ja tarjontafunktio
S(t) = Ap(t) + B, A >0,

missé a, b, A ja B vakioita ja t on aika.

p
A

p|————

Kuva 5.1.

Ongelmana on, miten hinta p 16ytéda tasapainon p*. Walras’in ratkaisu ongel-

maan oli seuraava: hinnan p muutos aikayksikossa p’ = % on suoraan verran-

nollinen markkinoiden ylikysyntédan D — S eli
p'(t) = k[D(t) — S(t)], missd k positiivinen vakio. (5.9)

Tutkitaan nyt, milld ehdoin tdmé& Walras’in oletus tekee markkinat stabiileiksi.
Sijoittamalla kysynté- ja tarjontafunktiot sopetumisyhtdloon (5.9) saadaan

p'(t) = k[(=a— A)p(t) + b — B].

Téstd saadaan lineaarinen differentiaaliyhtélo, joka kuvaa hinnan p muutosta

ajassa t:
p'(t) + (A+a)kp(t) = (b — B)k. (5.10)

Ratkaistaan nyt yhtdls (5.10). Koska sen oikea puoli on vakio, niin kokeillaan
sijoittamista p = p =vakio. Saadaan erityisratkaisu
b—B
a+ A

p= (5.11)

Etsitdan viela homogeeniselle yhtélolle

P'(t)+ (A+a)kp(t) =0
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yleinen ratkaisu sijoittamalla p = e*. Saadaan karakteristinen yhtlo
A=—(a+ Ak
ja yleinen ratkaisu
f(t;C) = Ce~(atAkt missé C' vakio.
Laskemalla yhteen erityisratkaisu ja tamé saadaan yhtdlon (5.10) ratkaisu:
_b-B
a+ A

Jos merkitsemme hinnan p arvoa alkuhetkelld ¢ = 0 symbolilla p(0) = po, niin
saamme (5.12):n perusteella

p(t) + Ce~ (et Akt (5.12)

Sijoittamalla tdmé takaisin yleiseen ratkaisuun (5.12) saadaan
p=(po—p)e” TV 4 p

Havaitaan, ettd markkinat ovat stabiilit: p — p, kun ¢ — oco. Edelleen havaitaan,
ettd erityisratkaisu on markkinoiden tasapainohinta, p = p*.

5.8 Sovellus //: Walras’n nikyméaton kasi ja Giffenin
hyodykkeet

Edelldolevassa sovelluksessa markkinasysteemi oli stabiili, koska kysyntakéyra
oli laskeva ja tarjontakiyrd nouseva.

Oletetaan nyt, ettd hyodyke on Giffenin hyddyke, jonka kysyntéikdyrd on
nouseva.

D(t) = —ap(t)+b a<0
Giffen-ominaisuus
S(t) = Ap(t) + B A>0

Hinnan kehittyminen maaraytyy saman yhtalon perustella kuin aikaisemmassa
sovelluksessa:

p(t) = (po—p)~ TV +p
Tistd ndhdién, ettd

(a) markkinat ovat stabiilit, jos
a+A>0
(b) markkinat ovat epéstabiilit jos
a+A<O0
Siis markkinat epéastabiilit

& a+A<O0
& a< —A.
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6 Lineaariset ja vakiokertoimiset differenssi-
yhtalot

6.1 Yleista

Tarkastellaan ajan funktiota y. Oletetaan, etta aika ¢ saa vain kokonaislukuarvo-
ja. Nyt y:n muuttumista ei voida endé kuvata derivaatan avulla, kuten differen-
tiaaliyhtaloissa. Talloin y1, ys, ..., Y, ... ovat muuttujan y periodeja 1,2,....¢, ...
vastaavat arvot. Rajoitumme téssé lineaarisiin ja vakiokertoimisiin differenssi-
yhtaloihin, jotka ovat muotoa

oYt + C1Yt—1 + o + CuYi—n = g(t), cn # 0, (6.1)

missé ¢, ¢1, ..., ¢, ovat vakioita ja g(t) on ajan funktio. Differenssiyhtélo (6.1) on
n:tta astetta: korkein viive, jonka kerroin on erisuuri kuin nolla, méaraé yhtalon
asteen. Sellaista differenssiyht&lod, jonka oikea puoli on identtisesti nolla, sano-
taan homogeeniseksi differenssiyhtiloksi. Yhtdlod (6.1) vastaava homogeeninen
yht&lo on

coyt + c1Yi—1 + ... + cp¥Yp—n = 0. (6.2)

6.2 Homogeenisen yhtilon ratkaiseminen

Homogeenisen yht#lolld (6.2) on sen asteen n ilmoittama lukumé&éré ratkaisu-
ja, joita merkitddn y!(t),y?(t),...,y"™(t). Nimi ratkaisut saadaan sijoittamalla
(6.2):een

Y = k', missé k # 0 on vakio.

T&lloin saadaan homogeenista yhtélod (6.2) vastaava karakteristinen yhtalo
cok™ + e k™ + .+ en1k+c, =0. (6.3)

Karakteristinen yht&lo (6.3) on n:nnen asteen polynomi, jolle voidaan ratkaista
juuret ki, ks, ...,k,. Niiden ja sijoituksen 1y; = k' perusteella saadaan ho-
mogeenisen yhtdlon (6.2) ratkaisut:

yl(t) =k, yf =k, ..oyt (t) =k,

Naistd homogeenisen yhtalon (6.2) yleinen ratkaisu saadaan painotettuna ker-
toimena:
f(t; Aq, ,An) = Alki + Azké + Agkg + ...+ Ankfw (64)

missd Ay, Ao, ..., A, ovat vakioita.

Edellé esitettyyn padsaéntdon on olemassa yksi poikkeus. Jos karakteristisel-
la yhtalolla (6.3) on olemassa moninkertainen juuri, niin silloin tata juurta vas-
taavat homogeenisen yhtalon ratkaisut on tehtava riippumattomiksi kertomalla
toinen juuri ¢:114, kolmas t:1la, jne. Esimerkiksi jos juuret ko = ki, niin silloin
yleinen ratkaisu (6.4) muuntuu muotoon:

ft AL Ay) = ArkY + Aotk! + Akl + ...+ ApkL,
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6.3 Ei-homogeenisen yhtilon ratkaiseminen

Ei-homogeenisen yht&lon (6.1) yleinen ratkaisu on muotoa

ye = y(t) + f(t A1, An), (6.5)
missé y(t) on yhtalon (6.1) miké tahansa yksityis- eli erityisratkaisu ja f vastaa-
van homogeenisen yhtélon (6.2) yleinen ratkaisu (6.4). Erityisratkaisu y(t) tiy-
tyy 16ytéaa kokeilemalla. Seuraavat ohjeet yleensé riittévat ratkaisun 16ytamiseen:

Tapaus 1. g(t) = g =vakio. Kokeile sijoittamalla y; = a =vakio. T&lloin
saadaan
— g
coa +cia+csa+ ... +cpa = = t)=a= .
0 ! 2 " g y() co+cp+co+...+cy

Jos tdmé ei onnistu, niin kokeile sijoittamalla y; = at, missé a on vakio.

Tapaus 2. g(t) = Bh!, missi B ja h ovat vakioita. Kokeile sijoittamalla y; =
Cht, missi C on vakio ja h sama vakio kuin edelld. Témin tarkoituksena on saa-
da ‘hankala termi’ my6s vasemmalle puolelle, jolloin se supistuu pois. Saadaan

coCht + c1Ch Y + ...+ ¢, Cht™" = Bh!

= c0C+cCht+...+¢,Cd " =B

= Cleo+cth™ +...+¢c,h "] =B
B

= C=

co+cth 14+ ... +c,h
Edelleen kiyttamalla hyvéksi sijoitusta saadaan yksityisratkaisuksi
— Bht
t)=Ch' = .
y(®) co+cith 1 +..+c,h™™

Tapaus 3. ¢g(t) on m:nnen asteen polynomi ajan ¢ suhteen:
g(t) =ap + agt + ast? + ...+ apt™, missi «g, ..., ,, vakioita ja «, # 0.
Kokeillaan samanasteista polynomia

yr = Bo + Bit + Bot? + ...+ Bnt™. (6.6)

Sijoittamalla tdmé (6.1):een voidaan parametrit S, ..., 3, ratkaista asettamal-
la, termien ¢!, ...,t™ kertoimet ja vakiotermit yhtdsuuriksi molemmilta puolin
yhtilod. Sijoittamalla ndmé parametrit Sy, ..., Gy, takaisin (6.6):44n saadaan yk-
sityisratkaisu.

Tapaus 4. g(t) on sini/kosini- tyyppid
g(t) = 1 cos(wt) + B2 sin(wt), missé w, [y ja [z vakioita. (6.7)
Kokeile sijoittamalla

yr = ay cos(wt) + ag sin(wt), missd aq ja ao vakioita (6.8)

ja w sama kuin (6.7):ssa.

Sijoittamalla (6.8) (6.1):een saadaan ratkaistua a; ja aq, jolloin (6.8) antaa
yksityisratkaisun.
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6.4 Yhteenveto ei-homogeenisen yhtalon ratkaisu-
algoritmista

Lineaarisen ja vakiokertoimisen differenssiyhtélon (6.1) ratkaisu saadaan seu-
raavasti:

Vaihe I: Etsi ei-homogeenisen yhtélon
coyt +C1ys—1 + o + CaYi—n = g(t)

yksityis- eli erityisratkaisu y(¢) kokeilemalla (tapaukset 1 — 4 yll4).

Vaihe II: Muodosta vastaava homogeeninen yhtalo
coyt + c1Ys—1 + ... + cpYr—n = O.
Sijoittamalla tihin y; = k' ratkaise karakteristinen yhtild
cok™ +crikp_1+ ... +cn1k+c, =0

ja tdmén juuret ki, ...,k,. Ndiden avulla saadaan homogeenisen yhtilon
yleinen ratkaisu:

Ft Ar, o Ay) = Ayl + Aokl + ...+ Apkt.

Jos karakteristisella yhtalolla on olemassa moninkertainen juurt, niin sil-
loin t&td juurta vastaavat homogeenisen yhtdlon ratkaisut on tehtévé ri-
ippumattomiksi kertomalla toinen juuri ¢:114, kolmas ¢2:1la, jne.

Vaihe I71: Muodosta yleinen ratkaisu

ye = y(t) + f(t; A1,y An) = y(t) + ALk} + Agkl + .. + Ank,.

6.5 Suppeneminen

Differenssiyhtéloiden suppeneminen vastaa differentiaaliyhtélon stabiilisuutta.
Yleisen ratkaisun

ye =y(t) + f(t; Ar, o An) = y(t) + Ark + Aok + ... + Aok,
perusteella havaitaan, ettd erityisratkaisu y(t) on se tasapainomuuttuja, jonka
ympaérillda muuttuja y; vaihtelee. Sitd juurta, jonka itseisarvo on suurin, sano-
taan dominoivaksi juureksi. Differenssiyhtdlo suppenee, jos dominoiva juuri on
pienempi kuin yksi (ts. jos kaikki juuret ovat itseisarvoltaan pienempié kuin
yksi):

ye —y(t) = ArkL + Aokl + ..+ A kL jos |k;] <1 kaikilla i:114.

—0
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Kuva 6.1.

Jos differenssiyhtilo suppenee, niin y;:n aikaura ldhenee koko ajan g(¢):n aikau-
raa. Jos differenssiyhtélo ei suppene, niin y;:n aikaura etdéntyy yha enemmén
7(t):m aikaurasta. Kummassakin tapauksessa y; voi heilahdella 7(¢):n molemmin
puolin tai olla heilahtelematta (ts. pysyy 7(¢):n samalla puolella).

Esim. Ratkaise yhtéld y;4+1 — by; = 1 alkuarvolla yg = %. Koska oikea puoli
vakio, sijoitetaan y; = y4+1 = a, joilloin saadaan a — ba = 1 ja erityisratkaisu
y(t) =a = —i. Ratkaistaan homogeeninen yhtaloé y;+1 — by, = 0 sijoittamalla
ye = k'

Y =k = BT askt=0 = (k-5)k =0

Havaitaan, ettd malli ei suppene, koska juuri £ = 5 > 1. Yleinen ratkaisu on nyt
muotoa

1
Yt = 71 + A5t7
missd A on vakio. Valitaan ¢ = 0 alkuarvon ratkaisemiseksi:
1 7 8
=——+4+A=- = A=-=2
Yo=-—gta=g 4

Siis yleinen ratkaisu alkuarvolla tai ehdolla yy = % on
= Lo
Yt = 1 .

Piirretdén aikaura, jossa pystyakselilla on y; ja vaaka-akselilla ¢ (harjoitus).

6.6 Kompleksijuurista

Jos juuret k1 ja ko ovat kompleksilukuja, niitd voidaan merkitd seuraavasti:

ki =h+wvi, ko =h—wvi, hjawv reaalilukuja.
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Nyt kdytamme hyvaksi deMoivren seuraavaa teoreemaa:
ki = (h+vi)' = R'[cos (0t) + isin (0t)], (6.9)
kb = (h — i)' = R'[cos (6t) — isin (6t)],

missi R = Vvh2 + 02 ja 0 on kulma, joka toteuttaa ehdon cos = %. R jad
voidaan nahdé seuraavasta kolmiosta:

R=H+v*
R v sino= §V
h
cos b= R
0 N
h
Kuva 6.2.

Kaavojen (6.9) avulla voidaan péitella seuraavaa. Sini- ja kosinifunktioiden ar-
vot ovat aina valilld [—1,1]. Tdten juuret ki ja ko suppenevat silloin ja vain
silloin kun R < 1.

6.7 Sovellus I: lukinseittiteoreema

Tunnetaan my6s nimelld ‘sikasykli’, koska tdm& malli selitti aikaisemmin aika
hyvin maataloustuotteiden hintojen vaihteluja. Oletetaan, ettd markkinahinta
selvittdd markkinat saman periodin aikana, mutta etta yrittajat tekevit tuotan-
topéadtoksensa edellisen periodin hinnan perusteella. Téten yrittdjilla on ns.
lyhytnéakoiset eli myooppiset odotukset: he olettavat, ettd nykyinen hinta on
voimassa myo6s tulevaisuudessa.

Olkoon tarjontafunktio

S =dpi—1—7, missd & > 0 ja ~ vakioita,
ja kysyntafunktio
D = a — Bpy, missi o > 0 ja 8 > 0 vakioita.
Tasapainossa kysynta vastaa tarjontaa:
a—PBpy=D=5=0p1—7,
misté saadaan 1. kertaluvun differenssiyht&lo:
Bpt +0pi—1 = a +7.
Koska (6.7):n oikea puoli on vakio, niin sijoitamme p; = a =vakio:

bi—1 = a, (ﬂ+5)a’:a+77
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misté saadaan erityisratkaisu:

—  aty

(6.10)

Yhtaloda (6.7) vastaava homogeeninen yhtéloé Bp; + dp;—1 = 0 voidaan ratkaista
sijoittamalla p; = k':

P =k = B 4okTI=0 = fk+o=0 = k:_%_

Siis saimme juureksi k = f% ja yleiseksi ratkaisuksi
=20 Aoy (6.11)
B+é B

Q

=

Kuva 6.3: § < 3, vaimeneva

Q

=

-

Kuva 6.4: § > 3, rdjdhtava
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>

Kuva 6.5: § = 3, sykli

Koska juuri k£ on negatiivinen, niin muuttuja p; heilahtelee erityisratkaisunsa
(6.10) ympérilld. Edelleen muuttuja y; suppenee, jos juuren itseisarvo

0
|k|:B<1 &S 6<p.

Siis markkinoiden vakaus voidaan paatelld kysynté- ja tarjontafunktioiden kul-
makertoimien § ja [ perusteella! Koska arvolla ¢t = 0

B+4d

Po + A7

niin A = py — %Y. Sijoittamalla timéi yleiseen ratkaisuun (6.11) saamme
Po— 543

aty O‘JF’V)(,é)t.

Pt:6+5+(p0*m 3

Téamén avulla voidaan hintakehitys p; piirtdé aikaurana, jos alkuarvo py hetkelld
t = 0 tunnetaan:

e
(%)

»q

Kuva 6.6: § > (3, voimistuva
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e}

>

Kuva 6.7: § < 3, vaimeneva

e}

»q
Kuva 6.8: § = 3, sykli

6.8 Sovellus //: Kerroin-kiihdytin malli

Taméi Kaleckin ja Samuelsonin luoma malli (multiplicator-accelerator model)
oli yleinen suhdannemalli aina 1970-luvun alkupuolelle saakka. Nykyisin se on
vanhentunut.

Oletetaan, ettd on olemassa vain yksi hyédyke, jota voidaan kuluttaa tai
investoida. Joka periodilla ¢ kokonaiskysyntd (=tulot) Y; koostuu kulutuksesta
C%, investoinneista I; ja julkisista menoista, jotka oletetaan pidettdvén tavoite-
tasollaan G:

Yi=C+L+G. (6.12)

Kulutus on keynesildinen funktio edellisen periodin tuloista:

Cy =Y, missd 0 < v < 1 kulutusalttius. (6.13)

Kokonaiskysynnén Y; kasvu saa aikaan tarpeen lisdté tuotantokapasiteettia, sillé
jotkut yritykset torméédvéit kapasiteettirajaansa. Koska investointien hallinnolli-
nen viive oletetaan yhden periodin mittaiseksi, tulojen kasvu edellisella peri-



62

odilla t — 1, Y;_1 — Y;_o, lisdé investointeja periodilla ¢:
I; = alY;—1 — Yio], missa « > 0 kithdytinparametri. (6.14)

Huomautus. Kirjassa yhtdlo (6.14) on muotoa Iy = a[Ci—1 — Ci_a], joten tulok-
setkin ovat erilaisia.

Sijoittamalla kulutusfunktio (6.13) ja investointifunktio (6.14) tasapaino-
ehtoon (6.12) saadaan

Y, =7Yio1 +alYy, — Yio] + G,
misté ratkaistaan 2. kertaluvun differenssiyhtalo:
aY; o —(y+a)Yi1+ Y =G (6.15)
Koska yhtélon (6.15) oikea puoli on vakio, sijoitetaan siithen Y; = a =vakio:
Yi=Y,1=Yr2=0a = (1-7)a=gG,

misté saadaan yhtalon (6.15) erityisratkaisu:
Yt)=a=——. (6.16)

Yhtélod (6.15) vastaava homogeeninen yhtélo aY; o — (v + @)Yi1 + Y =0
ratkaistaan sijoittamalla Y; = k:

Yi=k', Yiq=k"" Yio=k"2 = ok (y+a)k+k =0,
misté saadaan karakteristinen yht&lo
kE* — (y+a)k+a=0.

Karakteristisen yhtalon juuriksi saadaan

ky = %['eraJr \/m}, (6.17)
kQ:%[’era— (7+a)274a]

Nyt yhtélon (6.15) yleinen ratkaisu on muotoa:

G
Y, = — + ALk} + Askd, (6.18)
missé A1 ja Ao vakioita ja juuret ki ja ko on annettu (6.17):ssé.
Yleisessé ratkaisussa (6.18) termi % on julkisten menojen G kerroinvaiku-

tus, koska v on kulutusalttius ja ﬁ on Keynesin/Kahnin kerroin. Juurille
(6.17) pitaé paikkansa

ki +k=v+a>0, (6.19)

kike = i{(’y +a)’ - [(v+a)® - 4a]} =a>0. (6.20)
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Oletetaan ensiksi, ettd (v + «)? > 4a, jolloin juuret ki ja ko ovat reaalisia.
Tuloksesta (6.20) seuraa, etté juuret k1 ja ko ovat saman merkkiset, koska niiden
tulo on positiivinen. T#lloin tuloksen (6.19) nojalla voimme péditelld, ettd juuret
k1 ja ko ovat positiivisia

k1 >0, ko >0, (621)

mikd merkitsee sitd, ettéd tulotaso Y ei heilahtele sopetuessaan. Edelleen (6.13):sté,
(6.19):sta ja (6.20):sta saadaan

(1—ky)(1—ko) =1— (ky + ko) +kikg =5196201 (v +a)+a=1-v€(0,1)
Tillgin
0<(1—Fk)(1—k)<1. (6.22)

Nyt kaavojen (6.17) seké epdyhtéldiden (6.21) ja (6.22) perusteella on olemassa
vain seuraavat kaksi mahdollisuutta:

(a) 0<ky <1lja0<ke <1, seki
(b) k1> ko > 1.

Tapauksessa 0 < k1 < 1 ja 0 < ko < 1 systeemi suppenee:
G G
Y; = —— + Ak 4+ Aokl — —— kunt — cc.
1= ~——— 1—~
—0
Tapauksessa k1 > ko > 1 saamme yhtélon (6.20) perusteella o = kiky > 1,
jolloin systeemi hajaantuu, jos A; # 0 tai Ay # 0:

G
Ytzi—kAlki—!—Agk;, kun ¢t — oo.
1—’}/ N—————

— o0

Siis systeemi suppenee, kun a < 1 ja hajautuu, kun a > 1.
Oletetaan seuraavaksi (y+a)? < 4a, jolloin juuret k; ja ko ovat kompleksisia.
Talloin voimme merkita

1 +a 1 .
5[’y+a+\/(7+a)274a}:72 +§\/4a7(’y+a) = h + vi,
1 ;

k2=§[v+a— (fy+a)2—4a}zv—ga—%\ﬂla—(’y—i—a) = h — vi,

missé

1
h=V+a, 1125\/404—(74—04)2: oz—(f}/+0[)27 R=+vh?+v2=a.

2 2

k1

Nyt jos t ldhenee ddretonté, niin saadaan

— 0, kuin R<lelia<1

Akt + Asks . : .
— t+o00o kun R>1lelia>1,ja A; #0 tai Ay #0.
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Liséiksi havaitsemme, ettd termi A; k% + Aokl heilahtelee vakiovililld, kun R = 1
elia=1.

Tilloin ehdosta (y+a)? < 4a saamme (1+a)? < 4jay € (=3 —1,V/3 - 1),
ja koska 0 < v < 1, niin havaitsemme, ettéd kulutusalttiuden on oltava vililla
(0, V3 — 1). Siis systeemi syppenee, jos a < 1, hajautuu, jos a > 1, ja silla on
puhdas sykli, jos a =1ja 0 <~y < v3—1~0.73.

Yhdistémilld tapausten (v + «)? > 4a ja (v + a)? < 4a tulokset voimme
tehdé seuraavan johtopdatoksen:

Tulos: Jos @ < 1, niin systeemi (6.15) suppenee ja tulotaso Y; sopeutuu
kohden julkisten menojen kerroinvaikutusta % Jos a > 1, niin systeemi (6.15)
hajautuu. Jos @ =1 ja 0 < v < 0.73, niin systeemilld (6.15) on puhdas sykli ja

tulotaso heilahtelee loputtomasti tasapainon % molemmin puolin.
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7 Lineaariset differentiaali- ja differenssi-
yhtaloryhmaéat

7.1 Differentiaaliyhtaloryhmaét
7.1.1 Muuntaminen 1. kertaluvun differentiaaliyht&l6iksi

Jotta korkeamman asteen differentiaaliyhtdléryhmaé voitaisiin ratkaista, se muun-
netaan ensiksi 1. kertaluvun differentiaaliyhtéloryhmaéksi, jossa on yhtd monta
tilamuuttujaa kuin yhtaloa.

Esimerkki. Tarkastellaan 3. kertaluvun lineaarista differentiaaliyht&loa

Pz d%x dﬁ

— +b— =0, 7.1
adt3+ dt2+cdt+f:v (7.1)
jossa z on tilamuuttuja. Méaritelladn uudet tilamuuttujat y ja z seuraavasti:
dx dy d%x
2 =2 2= 7.2
YD CTa T ar (72)
jolloin myo0s
dz d*x
— = —. 7.3
dt  dt3 (73)

Yhtaloista (7.1)-(7.3) saadaan 1. kertaluvun differentiaaliyhtaloryhmaé.:

a‘é—f—i—bz—l—cy—&—x:O

dx _
a —y=0
dy _
a —#=0

jossa x, ¥y ja z ovat tilamuuttujia.

Seuraavaksi tarkastelemme 1. kertaluvun differentiaaliyhtdléryhman
ratkaisemista.

7.1.2 Perusongelma

Tarkastellaan 1. kertaluvun differentiaaliyhtdloryhméé

Ju+ Mv =g, (7.4)
missa
Jir Ji2 .- Jin mi1 Miz ... Minp
J = I J22 - J2n _ mo1 Mag ... Map
= , _ ’
Inl Jn2 -+ Jnn Mp1 Mp2 ... Mpp
1 Z1 1
j”2 To g2
u = s v = s g =

Ln Tn In
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Differentiaaliyhtéloiden tapaan yritdmme 16ytaé ensiksi erityisratkaisun yhtélélle
(7.4) ja sitten yleisen ratkaisun vastaavalle homogeemiselle yhtalolle

Ju+ Mv = 0. (7.5)

Laskemalla ndmé yhteen saadaan yhtélon (7.4) yleinen ratkaisu.

7.1.3 Erityisratkaisu

Koska yhtéloryhméssé (7.4) oikea puoli on vakio, erityisratkaisun saamiseksi
kokeillaan sijoitusta, jossa tilamuuttujat ovat vakioita: x; = Z; kaikilla ¢+ =
1,...,n. Tdsta seuraa

0 x1

0 To _
u= , v= =z

0 ZTn

Sijoittamalla tdmé yhtdloon (7.4) saadaan
Mz =g.

Jos matriisin M kiifinteismatriisi M ~! on olemassa, niin yht#léryhmén (tai ma-
triisiyhtélon) (7.4) erityisratkaisu on

T=Mlyg. (7.6)

7.1.4 Homogeenisen yhtilon ratkaisu

Homogeenisen yhtélon (7.5) ratkaisu saadaan olettamalla, ettd kaikki tilamuut-
tujat x4, ..., x, kasvavat samaa vakiovauhtia r. Sijoitetaan siihen yrite

x; = mge™ kaikilla i = 1,...,n, (7.7)
missd m; ja r ovat vakioita. Matriisimuodossa tama yrite on muotoa

my
w=rme”, v=me?, m=|[ "2 |. (7.8)
-
Sijoittamalla (7.8) homogeeniseen yhtdloon (7.5) saadaan
Jmre™ + Mme™ = (rJ + M)me™ = 0.
Supistamalla termi e™ saadaan edelleen

(rJ + M)m = 0. (7.9)

Mikali kerroinmatriisin (rJ 4+ M) determinantti on nollasta eroava, niin silloin
saadaan triviaali ratkaisu: m = 0 ja x; = 0 kaikilla¢ = 1, ..., n. Tadma tarkoittaisi
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sité, etta systeemilld (7.4) ei olisi mitd4n dynamiikkaa, ts. se ei koskaan poikkeasi
erityisratkaisusta Z, joka on vakio. Koska tdmé& tapaus ei ole mielenkiintoinen,
oletamme, etté

|rJ + M| = 0. (7.10)

Koska (n x n)-matriisin (rJ + M) determinantti (7.10) on n:mnen asteen poly-
nomi, sen ratkaisuna saadaan karakteristiset juuret ry, ..., 7,. Sijoittamalla juuri
r = 73, homogeeniseen yht#lo6n (7.9) saadaan juurta vastaava vektori m”, jonka
alkiot ovat kaikki vakiosuhteessa «yj, toisiinsa. Talloin voimme valita

m? Ah
h

mh— | M2 | = | dn | (7.11)
m}ﬁ annAp

misséd Ap on vakio. Téstd ja yritteestd (7.7) saadaan homogeenisen yhtilon
yleiseksi ratkaisuksi

n n
T = E m?e” = E Ape™,
h=1 h=1

Ti=y mPe" =) apApe’ kaikillai =2, ..., n. (7.12)
h=1 h=1
7.1.5 Yleinen ratkaisu

Yhtéaloryhmén (7.4) yleinen ratkaisu on erityisratkaisun (7.6) ja homogeenisen
yhtélon yleisen ratkaisun (7.12) summa:

T=T+7T
eli

n
-~ - t
T1=T1+2T1 =21+ E Ape’,
h=1

Ti=TiH T =2+ » cipAne’ kaikilla i =2, .. n. (7.13)
h=1

Vakiot Ay, ..., A, voidaan ratkaista alkuarvojen avulla.

7.2 Esimerkkeja differentiaaliyhtaloryhmista
7.2.1 Esimerkki 1
Ratkaise differentiaaliyhtdléryhmd

z'(t) + x(t) — 12y(t) = —60,
/() + 2(1) + 6y(1) = 36, (7.14)

alkuarvoilla x(0) = 0 ja y(0) = 4.
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Erityisratkaisu:
Koska oikea puoli koostuu vakiotermeistéa, yritetdan vakiosijoitusta
a(t)=p, ylt)=mn, 2'(t)=0, y()=0.
Tasta saadaan
—pu—12n = —-60, p+ 6n=36.

Yhtéloryhmén ratkaisuna saadaan

a(t) =p=12, y@t)=n=4

Homogeenisen yhtilén ratkaisu:
Yhtéaloryhmad (7.14) vastaava homogeeninen yht&lo on
2'(8) + a(t) - 12y(t) = 0,
y'(t) + z(t) + 6y(t) = 0.

Kokeillaan tahén sijoitusta, jossa tilamuuttujat z(t) ja y(t) kasvavat samaa
vakiovauhtia A:

z(t) =mer, yt) =neM, 2/(t) = xmeM, y(t) = Ine,
missd m ja n vakioita. Talloin saadaan
Amer — mer — 12net = eM[(A — 1)m — 12n] = 0
Ane + me + 6ner = eM[(\ + 6)n 4+ m] = 0.
Kirjoitetaan tdma matriisimuotoon:
(A—1)eM  —12eM m\ _ e A=l -12 mY (0
eM (A +6)eM n ) 1 A+6 n ) L0/
(7.15)

Talla matriisiyhtdlolla on olemassa ei-triviaali ratkaisu, jos seuraava
karakteristinen yhtdlé on voimassa:

A—1 -—12
1 A+6

’ =A=1DA+6)+12=A>4+5X+6=0.
Karakteristisen yhtalon juuret ovat
A1 =-2, A=-3.

Nyt on ratkaistava niitd juuria vastaavat ominaisvektorit (my,n1) ja (ma,n2),
jotka toteuttavat matriisiyht&lon (7.15):

Sijoitetaan juuri A\; = —2 yhtdléon (7.15):

6_2t -3 12 ma o e_gt —3m1 - 12’[11 o 0
1 4 ni o mq + 4nq o 0 ’
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jolloin saadaan
—3my —12n7 =0, my +4n, =0.
Namé molemmat yhtélét toteuttavat ehdon
my = —4n;.
Sijoitetaan juuri A; = —3 yhtdléon (7.15):
() ()l ) - ()
jolloin saadaan
—4mq — 12n, =0, mg + 3ngy =0.
N&améa molemmat yhtélot toteuttavat ehdon
mo = —3ns.

Merkitddn n; = A; ja no = As, jolloin m; = —4A; ja mg = —3A,. Télloin
homogeenisen yhtdlon ratkaisuiksi saadaan

a;(t/) = mye™Mt + moe?t = —4A e — 345
g;(\ﬂ = n1eMt 4 noe™t = Aje7 % + Age 3.
Yleinen ratkaisu:
Summataan yhteen erityisratkaisu ja homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu:
w(t) =12 — 4412 — 3A5e % (7.16)
y(t) =4+ Aje " + Aye™, (7.17)

Koska juurten reaaliosat —2 ja —3 ovat negatiiviset, niin malli suppenee z(t) —
12 ja y(t) — 4.

Alkuarvojen méaarittama ratkaisu:
Alkuarvoista
z(0)=12—-4A4; —34, =0
y(0) =44+ A + As =4,
ratkaistaan
Ay =12, As =-—12.
Sijoittamalla ndmé& yleiseen ratkaisuun saadaan
x(t) = 12 — 48¢ 2" + 36 Aze %
y(t) = 44 12e 72" — 1245e73%
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7.2.2 Esimerkki 2

Ratkaise differentiaaliyhtiloryhmd

z'(t) — 2z(t) + 3y(t) = 10,
y'(t) — z(t) + 2y(t) = 9, (7.18)

alkuarvoilla x(0) = 8 ja y(0) = 5.
Erityisratkaisu:
Koska oikea puoli koostuu vakiotermeista, yritetdén vakiosijoitusta
a(t)=p, yt)=n, 2'(t)=0, y'(t)=0.
Téasta saadaan
—2u+3n=10, —p+2n=29.

Yhtéloryhmén ratkaisuna saadaan

z(t)=p=17, y(t)=n=8.

Homogeenisen yhtalén ratkaisu:

Yhtaloryhméi (7.18) vastaava homogeeninen yhtils on

o' (t) + x(t) — 12y(t) = 0,
y'(t) + 2(t) + 6y(t) = 0.

Kokeillaan tahén sijoitusta, jossa tilamuuttujat z(t) ja y(t) kasvavat samaa
vakiovauhtia \:

z(t) =mer, yt) =neM, 2/(t) = meM, y(t) = Ine .
Talloin saadaan

dmer — 2mer 4 3neM = eM[(A — 2)m + 3n] =0

e —me + 2ne = eM (A 4 2)n —m] = 0.

Kirjoitetaan tdma matriisimuotoon:

S(5L)(0)-(8) e

Talla matriisiyhtdlolla on olemassa ei-triviaali ratkaisu, jos seuraava
karakteristinen yhtdlé on voimassa:

A—2 3
-1 A+2

'(AQ)(A+2)+3)\24+3>\210.
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Karakteristisen yhtalon juuret ovat
AM=1, A=-1

Nyt on ratkaistava niita juuria vastaavat ominaisvektorit (my,n1) ja (ma,n2),
jotka toteuttavat matriisiyht&lon (7.19):

Sijoitetaan juuri A\ = 1 yhtdléon (7.19):
) )=o) =(0)
jolloin saadaan
—m1+3n; =0, —mq+3n,=0.
Nama molemmat yhtélot toteuttavat ehdon
m1 = 3nq.
Sijoitetaan juuri A\; = —1 yhtdléon (7.19):
() () (1)
jolloin saadaan yhtéléryhma
—3mg +3ny =0, —mo+ne =0.
N&amé molemmat yht&lot toteuttavat ehdon
mo = na.

Merkitddn ny = Ay ja ny = As, jolloin m; = 34; ja my = As. Téll6in ho-
mogeenisen yhtdlon ratkaisuiksi saadaan

;Tt) = myeMt + moe?t = 341¢et + Age™t
y/(vt) = nieMt 4+ nget = Ajet + Aget.
Yleinen ratkaisu:

Summataan yhteen erityisratkaisu ja homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu:
x(t) =7+ 3A1e" 4+ Age™!
y(t) = 8+ Are + Age "

Koska yhden juurten reaaliosat —1 on negatiivinen, niin tdmé kehitysura sup-
penee kohden uraa

z(t) =7+ 34:¢"
y(t) = 8 + Alet.
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kun t — oo.
Alkuarvojen méairittama ratkaisu:

Alkuarvoista

y(0) =8+ A1 + Az =5,

ratkaistaan
A1 =2, Ay=-b.
Sijoittamalla ndmé yleiseen ratkaisuun saadaan
x(t) =7+ 6e’ — 5Aze™"

y(t) =4+ 2" —5Aze7".

7.3 Differenssiyhtaloryhmaét
7.3.1 Yleista

Differenssiyhtélot kannattaa muuntaa muotoon, jossa joka yhtélossé on vain
yksi periodia t + 1 vastaava arvo. Olkoon meilld esimerkiksi yhtdlo

Ye+3 + Byir2 + Yyer1 +nys = 0.

Maérittelemalld uudet tilamuuttujat x; = yry1 ja 2t = Te41 = Yp42 saadaan
téstd yhtdloryhmé, jossa on yhtd monta tilamuuttujaa kuin yhtalod ja jossa
kullakin rivilla vain yksi tilamuuttujista on periodilla ¢ + 1:

241+ Bz +yxe + 1y =0
Yt41 — Tt = 0
Tiy1—2¢ =0

missé x, y ja z ovat tilamuuttujia.
7.3.2 Perusongelma
Tarkastellaan differenssiyhtéléryhméa
Tig41 TR+ F kT = f1
Topr1 Rt + .o F RopnTne = fo
T, t+1 -+ kuxn’t —+ ...+ knnxn,t = fn (720)

jossa x1, ..., , ovat tilamuuttujia ja f1, ..., f, vakioita. Tdmé& voidaan kirjoittaa
my0s muotoon

Tu+ Kv = f, (7.21)
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misséa
1 0 ... O ki1 kio ... Kkin
I = 0 1 0 7 K — k‘21 k22 k’gn 7
000 .1 I
Tl t+1 Tt fl
we | T2 |2 T2 | f= f2
xn,t+1 xn,t fn

Differenssiyhtéloiden tapaan yritdmme 16ytaa ensiksi erityisratkaisun yht#lolle
(7.21) ja sitten yleisen ratkaisun vastaavalle homogeemiselle yhtélolle

Tu+ Kv =0. (7.22)

Laskemalla ndméi yhteen saadaan yhtdlon (7.21) yleinen ratkaisu.

7.3.3 Erityisratkaisu

Koska yhtaloryhmaéssi (7.21) oikea puoli on vakio, erityisratkaisun saamiseksi
kokeillaan sijoitusta, jossa tilamuuttujat ovat vakioita: x; , = Z; kaikilla ¢ =
1,...,n. Tasta seuraa

T1,t+1 X1t x

T2 t+1 o T2t = Zy
u = =v = ==

Tn,t+1 Tn,t Tn

Sijoittamalla tdmé yhtdloon (7.21) saadaan
I+ K)z=f.

Jos matriisin I + K ki#nteismatriisi (K 4+ I)~! on olemassa, niin yht#léryhmiin
(tail matriisiyhtdlon) (7.21) erityisratkaisu on

T=(I+K)'f (7.23)

7.3.4 Homogeenisen yhtilén ratkaisu

Homogeenisen yhtalon (7.22) ratkaisu saadaan olettamalla, ettd kaikki tilamuut-
tujat x1, ..., x, kasvavat samaa vakiovauhtia b. Sijoitetaan siithen yrite

7 = mb' kaikilla i = 1,...,n, (7.24)

missd m; ja b ovat vakioita. Matriisimuodossa tdmé yrite on muotoa

u=mb" v=mbl, m= . (7.25)
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Sijoittamalla (7.25) homogeeniseen yhtéloon (7.22) saadaan
Imb™*t + Kmb' = (bI + K)mb' = 0.
Supistamalla termi b’ saadaan edelleen
(oI + K)m = 0. (7.26)

Mikali kerroinmatriisin (bI + K) determinantti on nollasta eroava, niin silloin
saadaan triviaali ratkaisu: m = 0, m; = ... = m, = 0 ja z;; = 0 kaikilla
i = 1,..,n. Tami tarkoittaisi sitd, ettd systeemilld (7.21) ei olisi mitdén dy-
namiikkaa, ts. se ei koskaan poikkeasi erityisratkaisusta Z, joka on vakio. Koska
tdma tapaus ei ole mielenkiintoinen, oletamme, etté

bI + K| = 0. (7.27)

Koska (nxn)-matriisin (bI+K') determinantti (7.27) on n:nnen asteen polynomi,
sen ratkaisuna saadaan karakteristiset juuret by, ..., b,. Sijoittamalla juuri b = by,
homogeeniseen yht#lén (7.26) saadaan juurta vastaava vektori m”, jonka alkiot
ovat kaikki vakiosuhteessa ¢, toisiinsa. Talloin voimme valita

7n? Ah
h

mh=| M2 | = | cxdn | (7.28)
mh anpAp

missé Ap on vakio. Tésta ja yritteestd (7.24) saadaan homogeenisen yhtdilon
yleiseksi ratkaisuksi

Tre=» mibl, =Y Apbj,
h=1 h=1

Tip = mibh, =Y cuinApb), kaikilla i =2,...,n. (7.29)
h=1 h=1

7.3.5 Yleinen ratkaisu

Yhtaloryhmén (7.21) yleinen ratkaisu on erityisratkaisun (7.23) ja homogeenisen
yhtélon yleisen ratkaisun (7.29) summa:

Ty = T+ it
eli
n
-~ - "
Tip=T1+T1t =71+ E Apby,,
h=1

Tip =T+ Ty =2+ Y oAb, kaikilla i =2, ..., n. (7.30)
h=1

Vakiot Ay, ..., A, voidaan ratkaista alkuarvojen avulla.
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7.4 Esimerkkeja differenssiyhtaloryhmista
7.4.1 Esimerkki 1

Ratkaise differenssiyhtdloryhmd

Ti+1 + 2 + 2yt = 24,
Ye+1 + 200 — 2y, =9, (7.31)

alkuarvoilla xog = 10 ja yo = 9.
Erityisratkaisu:
Koska oikea puoli koostuu vakiotermeisté, yritetdan vakiosijoitusta
rr=a, Y=0b, xyy1=a, Yy+1=0>=
Téasta saadaan
a+a+2b=24, b+2a—-2b=09.

Yhtaloryhmén ratkaisuna saadaan

Homogeenisen yhtilén ratkaisu:
Yhtaloryhméd (7.31) vastaava homogeeninen yhtiloé on
l't+1 —+ Tt + Q’yt = 0,
Y1 + 20 — 2y, = 0,

Kokeillaan tdhén sijoitusta, jossa tilamuuttujat x; ja y; kasvavat samaa vakio-
vauhtia k:

¢ t 41 41
e =mk', ye=nk', x=mk" gy =ne

TAll6in saadaan
mk"™ 4 mk' 4 2nk" = E'[(k+ 1)m +2n] =0
nk'™ 4 2mk' — 2nk' = K'[2m + n(k — 2)] = 0.

Kirjoitetaan tdma matriisimuotoon:

(5 )(0)-() o

Talla matriisiyhtalolla on olemassa ei-triviaali ratkaisu, jos seuraava
karakteristinen yhtdld on voimassa:

k+1 2
2 k—2

‘:(k+1)(k—2)—4:k2+k—2k—2—4:kQ—k—G:O.



76

Karakteristisen yhtalon juuret ovat
ki =-2, ky=3.

Nyt on ratkaistava niita juuria vastaavat ominaisvektorit (my,n1) ja (msg, ng),
jotka toteuttavat matriisiyht&lon (7.32):

Sijoitetaan juuri k; = —2 yht&loon (7.32):
(A 0) e (et )= (0)

jolloin saadaan

—m1+2n1 =0, 2m; —4n, =0.
N&améa molemmat yhtélot toteuttavat ehdon

mi = 2nq.
Sijoitetaan juuri A; = 3 yhtéloon (7.32):
3t(4 2><m2)3t(4m2+2n2>(0)
2 1 o 2mo + no 0 )’

jolloin saadaan yhtéaléryhma

dmg +2no =0, 2mg +ng =0.

Néamé molemmat yht&lot toteuttavat ehdon

1

mo = ——=Ngo.
2

Merkitisn n; = A; ja ny = A, jolloin my = 24; ja my = —1A4,. Téllsin
homogeenisen yhtalon ratkaisuiksi saadaan

~ 1
Ty = my(—2)" + ma3t =24, (-2)" - §A23t
gt = ’Il16>\1t + Tl2€>\2t = A1(72)t + A23t.
Yleinen ratkaisu:
Summataan yhteen erityisratkaisu ja homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu:

1
Ty = 7 + 2A1<—2)t — §A23t
Y =5+ A1(—2)" + A,3".
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Alkuarvojen méairittadma ratkaisu:

Alkuarvoista
1
Xo :7+2A1 — 5142 = ].O
Yyo=5+A1+A2=09,
ratkaistaan
Ay =2, Ay =2.
Sijoittamalla ndma& yleiseen ratkaisuun saadaan
T =T+4(-2)" -3

ye =5+2(-2)"+2-3"

7.4.2 Esimerkki 2

Ratkaise differenssiyhtdléryhmd

1
Tyl = Lo = Y = -1,
1 1
Yor1 + Tep1 = SYr = 85, (7.33)

alkuarvoilla xo =5 ja yo = 4.
Erityisratkaisu:
Koska oikea puoli koostuu vakiotermeista, yritetdén vakiosijoitusta
rp=a, Yyr=>b, zy1=a, Y1 =">

Tasta saadaan

b 1
—a—=-=-1 +b— - =8=.
a—a 3 , a+b 82

Yhtéloryhmén ratkaisuna saadaan

Homogeenisen yhtalon ratkaisu:

Yhtaloryhméi (7.33) vastaava homogeeninen yhtilo on

Tt41 — Tt — gyt =0,

1
Y1 + Tep1 — gy = 0
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Kokeillaan tdhéan sijoitusta, jossa tilamuuttujat x; ja y; kasvavat samaa vakio-
vauhtia k:

o =mk', y=nk', w1 =mk" gy =ne T
TAll6in saadaan
t+1 t 1 t t 1
mk —mk—gnk:k[(k—l)m—gn}zO
1 1
Pk 4 mk = ikt = K [mkz n (k: - g)n} —0.

Kirjoitetaan tdma matriisimuotoon:

(I o

Talla matriisiyhtalolla on olemassa ei-triviaali ratkaisu, jos seuraava
karakteristinen yhtdld on voimassa:

k-1 -1 1 1 1 1 1
3. |l=k-D(k—)+k=k—k—k+-+-k
’k N e A 6" "t 3
5 1
=k>—k+-=0.
6 +6
Karakteristisen yhtalon juuret ovat
1 1
ki==, ko=—-.
1 27 2 3

Nyt on ratkaistava niita juuria vastaavat ominaisvektorit (my,n1) ja (ma,n2),
jotka toteuttavat matriisiyhtdlon (7.34):

Sijoitetaan juuri k1 = % yhtdloén (7.34):

1Nt/ L 1 m N —imy —in 0
G (2 ) )=0) (o )=(0)
2 3 1 2 2m1+3n1

jolloin saadaan
1 r 0 1 L P 0
le 3TL1 =V, 2m1 3’[?,1 = U.
Naméa molemmat yhtélét toteuttavat ehdon

2
m; = ——ny.

3

Sijoitetaan juuri A\; = 3 yhtéloon (7.34):

G ) ()= ()= ()
3 35 ny 3 Fmy + ing 0 )’
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jolloin saadaan yhtaléryhma

2 1 1
——mg — -n2 =0, —-ma+ -ng=0.

3 3 3 6

Namé molemmat yhtalot toteuttavat ehdon

1
mo = —57’12.
Merkitadn n; = Ay ja ny = As, jolloin m; = —%Al ja mg = —%Ag. T4alloin

homogeenisen yhtélon ratkaisuiksi saadaan

o (3) o) <) s

~ 1\? 1\? 1\? 1\?
=m(z) tra(z) =Ai(z) +4e(3)-
Yleinen ratkaisu:

Summataan yhteen erityisratkaisu ja homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu:

2 /1INt 1
—6--A (f) — A3
Tt 3 1 5 9 2

w=sea() ()’

Alkuarvojen mairittadma ratkaisu:

Alkuarvoista
x():6—§A1—%A2:5
Yyo=3+A +A;=4
ratkaistaan
Ay =3, Ay=-2.
Sijoittamalla ndmé& yleiseen ratkaisuun saadaan

NG,
n=6-2(5) +3

O ORO
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8 3. Simultaaniset 1. kertaluvun differentiaali-
yhtaloryhmaéat

8.1 Kahden muuttujan systeemi

Systeemid sanotaan jatkuvaksi, jos sitd voidaan kuvata differentiaaliyht&loilla,
ja diskreetiksi, jos sitd voidaan kuvata differenssiyhtaloilla. Téssé tarkastelemme
kahden muuttujan (merkitdén z ja y) jatkuvaa systeemié

. dw . dy

missé t on aika tai muu jatkuvasti etenevd muuttuja. Taémén ryhmén yhtalot
ovat 1. kertalukua (so. korkein aikaderivaatta on 1. astetta) ja autonomisia (so.
funktiot f ja g eivdt suoraan riipu ajasta, vaan ainoastaan muuttujien z ja
y valitykselld). Jos esim. @ = f(z,y,t), niin kysymys olisi ei-autonomisesta
systeemisté.

g(,y), (8.1)

8.2 Graafinen analyysi

Yhtaloryhmén (8.1) analyysi on helpointa suorittaa graafisesti (x,y) tasossa.
Matemaattinen analyysi, jonka esitimme myOhemmin, on graafisen analyysin
kanssa yhtapitava. Tata varten piirramme ensiksi singulaarikdyrdt asettamalla
aikaderivaatat nolliksi:

. dzx

. dy
x—a—f(x,y)—Ov y—a—g(ﬂc,y)—O-

Kuva 8.1.

Riippuen osittaisderivaattojen f,, fy, g, ja g, etumerkeisté seké kiyrd (& = 0)
ettd kiyrd (y = 0) voivat olla joko nousevia tai laskevia. Eo. kuviossa on vain
havainnollisuuden vuoksi toinen piirretty nousevaksi ja toinen laskevaksi. Singu-
laarikéyrien leikkauspiste (z*,y*) on systeemin (8.1) tasapainopiste: kumpikaan
muuttujista = ja y el muutu pisteessd (z*, y*), koska siind & = y = 0.

Riippuen funktioiden f(z,y) ja g(x,y) muodosta systeemilla (8.1) voi olla
myo6s useampia tasapainopisteitéa:
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Kuva 8.2.

Kuviossa (z7,47), (23, y3), (25, y3) ja (x4, y}) ovat kaikki tasapanopisteitd. Kos-
ka systeemin (8.1) tulee hyvin monimutkaiseksi silloin, kun silli on useita tasa-
painopisteiti. rajoitumme téssé vain tapaukseen, jossa systeemilld (8.1) on vain
yksi tasapainopiste (so. tasapaino on yksikdsitteinen).

Singulaariurien kulmakertoimet saadaan kdyttden hyvéksi implisiittistd de-
rivointia:

i dy [
t=f(z,y) =0 = fedo+ fydy=0 = %izoz_?:’
d xT
y=g(x,y) =0 = 9gzdx + gydy =0 = @y :fgi’
dzx ly=0 Gy
missé
d
% im0 T j}; kiyrén (¢ = 0) kulmakerroin, kun f, # 0,
dy| e o _
- = — > kéyrén (y = 0) kulmakerroin, kun g, # 0.
dx lz=0 gy

Jos f, = 0, niin kiyrd (¢ = f(xz) = 0) on riippumaton y:std ja siten (z,y)
tasossa pystysuora. Jos g, = 0, niin kiiyrd (y = g(z) = 0) on riippumaton y:sté
ja siten (z,y) tasossa pystysuora.

Singulaarikdyrat (& = 0) ja (g = 0) jakavat (z,y) tason neljddn osaan. Se,
miten systeemi (8.1) litkkuu néissé neljéissi osassa, voidaan ratkaista seuraavien
sdantojen avulla.
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Sdanto 1. Jos % = fp > 0, niin kyrdn (£ = 0) molemmin puolin muuttuja
x etddntyy kiyrastd (¢ = 0). Jos % = f» < 0, niin kdyrdn (¢ = 0) molemmin

puolin muuttuja x lahestyy kiyrda (& = 0).

y
A

<

—P X

Kuva 8.3.
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Saanto 2. Jos % = gy > 0, niin kéyrén (¢ = 0) molemmin puolin muuttuja
y etdantyy kiyrdstd (y = 0). Jos % = g, < 0, niin kéyran (y = 0) molemmin

puolin muuttuja y ldhestyy kiyrdd (y = 0).

/ oy .
K %>2 (y=0) laskeva X 5§<0, (y=0) laskeva
A l
\J
y=0 y=0
v — X — X
y y y .
A Pogegnosea ke (0 nouseva
A y=0 /
y=0
A
|
|
— X — X

Kuva 8.4.
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S&8ntd 3. Siind erikoistapauksessa, ettd kiyrd (¢ = 0) on vaakasuora, sdinto 1.
voidaan korvata seuraavalla (voidaan kiyttdd myos muuten). Jos g—z =fy > 0,
niin kityrédn (2 = 0) yldpuolella = kasvaa ja alapuolella = pienenee. Jos %; =
fy <0, niin k&yran (& = 0) yldpuolella x pienenee ja alapuolella = kasvaa.

y . y .
0X ox
—>0 vx
4 v 4 ay~°
> . - .
x=0 x=0
- —_— >
— X Bt
Kuva 8.5.

S&into6 4. Siind erikoistapauksessa, ettd kiyrd (g = 0) on pystysuora, saanto 2.
voidaan korvata seuraavalla (voidaan kiyttdd my6s muuten). Jos % =g >0,
niin kiyran (g = 0) oikealla puolella y kasvaa ja vasemmalla puolella y pienenee.
Jos % = g, < 0, niin kdyrén (y = 0) oikealla puolella y pienenee ja vasemmalla

puolella y kasvaa.

y . y .
. 0
A y=0 5¥>0 A y=0 %<0
— X — X
Kuva 8.6.

Taloudellisen tulkinnan kannalta systeemin (8.1) stabiilisuusominaisuudet ovat
olennaisia. Téssd on olemassa kolme mahdollisuutta: globaalisti stabiili ratkaisu,
globaalisti epéstabiili ratkaisu seké satulapisteratkaisu.
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Tapaus 1. Systeemi (8.1) on globaalisti stabiili (globally stable). Tama tarkoittaa
sitd, ettd ldhdettiinpd mistéd tahansa xy-tason pisteestd, systeemi (8.1) padtyy
lopulta tasapainoon (z*,y*).

Esim.

y y
A _ A
y=0 y=0
x=0 x=0
- X X
Kuva 8.7.

vastaa fysikaalista tilannetta:

AN

\—tasapaino

Kuva 8.8.

Tapaus 2. Systeemi (8.1) on globaalisti epdstabiili (globally unstable). TA4ma
tarkoittaa sitd, ettd ldhdettiinpd mistd tahansta xy-tason pisteestéd tasapain-
opisteen (z*, y*) ulkopuolelta, niin systeemi (8.1) erkaantuu yhéi kauemmas tas-
apainosta (z*,y*)

Esim.

y y
A _ A
y=0 y=0
x=0 x=0
X X
Kuva 8.9.

vastaa fysikaalista tilannetta:
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s\
tasapaino

Kuva 8.10.

Tapaus 3. Systeemi (8.1) on satulapisteura (saddlepoint path). Tama tarkoittaa
sité, etta jokaista z:n arvoa kohti on olemassa vain yksi ¢:n arvo, josta tasapaino
(z*,y*) voidaan saavuttaa.

Esim.

y y
A A A 5
y=0 y=0
B

*_ _ *_ A

y 5 Y&
I I
h =0 | %=0
| X | B X
X X

Kuva 8.11.

Kuviossa AA on satulapisteura, jota pitkin tasapaino (*, y*) voidaan saavuttaa.

Jos systeemissi (8.1) on olemassa satulapisteura AA niin silloin systeemissé
(8.1) on olemassa my6s ura BB, jota kohden kaikki muut kehitysurat paitsi
satulapisteura AA ldhestvit asymptoottisesti.

y
A

Kuva 8.12.

Siis jos ’horjahdetaan’ satulapisteuralta AA sivuun, alkaa systeemi kehittya ko-
hden uraa BB.
N4ité epastabiileita uria on periaatteessa dareton méara eli kokonainen parvi:
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Kuva 8.13.

Sité, ettd jokaista z:n arvoa vastaa vain yksi sellainen y:n arvo, josta tasa-
paino (z*,y*) voidaan saavuttaa, voidaan havainnollistaa seuraavasti:

y y
A x:n alkuarvo x(0) A x:n alkuarvo x(0)
A X n alapuolella X:n ylépuolella

Kuva 8.14.

Jos y:n alkuarvo ei satu olemaan y(0) vaan jokin muu, paityy systeemi erkaan-
tumaan loputtomasti tasapainosta (x*,y*).
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y
A x:n alkuarvo x(0) A x:n alkuarvo x(0)
A X n alapuolella B X:n ylapuolella

Kuva 8.15.

Jos z(0):aa vastaava ym alkuarvo valitaan y(0):n vierestd, niin systeemi on
epastabiililla uralla, joka ldhenee asymptoottisesti uraa BB.

8.3 Matemaattinen analyysi

Esitdmme nyt matemaattisen tavan ratkaista sama, miké ylld tehtiin graafisesti.
Lahtokohtana on, ettd systeemi (8.1) pyoristetddn Taylorin kehitelmén avulla
tasapainopisteen (x*,y*) ympéristossi lineaariseen muotoon:

G- 0G=)-CNe=n) e
Y 9o Gy) \Y—Y" c h)\y—-y")’ '
missé a = f, b = fy, ¢ = g, ja h = g, on saatu vakioiksi sijoittamalla z = z*
ja y = y*. Tama voidaan ilmaista my0s seuraavalla tavalla:

o
T Oz

_ 9%

oz
b C—%

%
=% h

oy

a

T=y=0, t=y=0, =y=0, T=y=0,

missd ehto £ = y = 0 tarkoittaa, ettd osittaisderivaatta on laskettava tasapain-
opisteesséd (z*,y*), jossa & = y = 0 on voimassa.

Yhtélon (8.2) kerroinmatriisin karakteristinen yhtélo saadaan vahentamélla
sen diagonaalialkioista u ja asettamalla saadun matriisin determinantti nollaksi:

(a—“ b >:u2—(a+h)u+ah—cb20. (8.3)

c h—u

Karakteristinen yht&lo (8.3) on toisen asteen polynomi u:n suhteen. Sen juuret
ovat

uy = i[a+h —\/(a+h)2+4(bc — ah)],

(8.4)
us = tla+h+ /(a+ h)%+4(bc — ah)].

Jos molempien juurten u; ja us reaaliosat ovat negatiiviset, systeemit (8.1)
ja (8.2) ovat globaalisti stabiileja eli ne hakeutuvat tasapainoon (x*,y*). Jos
molempien juurten reaaliosat ovat positiiviset, systeemit (8.1) ja (8.2) ovat
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globaalisti epéstabiileja eli ne erkaantuvat tasapainosta (z*, y*), mikili ne eivit
satu jo alunpitden olemaan tasapainossa. Jos toisen juuren reaaliosa on positii-
vinen ja toisen negatiivinen, niin saadaan satulapisteratkaisu.

Oletetaan ensiksi (a + h)? + 4(bc — ah) < 0. T&llsin yhtiloisti (8.4) saadaan

up = %[a+ h — i\/4(ah —be) — (a+ h)?,
up = 3[a+ h+iy/4(ah —bec) — (a + h)2],

missé ¢ on imaginaariluku ja nelionjuuritermi on positiivinen.

Téten Re(ui) = Re(uz) = a + h, joten systeemi on joko globaalisti stabiili
kun a+h < 0 tai globaalisti epéstabiili kun a+ h > 0. Siis satulapisteratkaisuun
pyrkidksemme meidén on oletettava

(a+h)* +4(bc — ah) > 0. (8.5)

Télloin (8.4):n nojalla molemmat juuret w; ja ug ovat reaalilukuja.
Yhtéloiden (8.4) nojalla saadaan reaalisille juurille uq ja s

up+us =a+h, wuuy= i{(a +h)? = [(a+ h)? + 4(bc — ah)]} = ah — be.

Nyt jos ah > be, juuret u; ja us ovat samanmerkkiset, joten systeemi on globaa-
listi stabiili kun a+h < 0 ja epéstabiili kun a+h > 0. Siis satulapisteratkaisuun
pyrkidksemme meidén on oletettava, etta

ah < be. (8.6)
T#lléin myos ehto (8.5) on automaattisesti voimassa.
Tulos 1:
(i) Jos ah < be, niin systeemilld (8.1) on satulapisteratkaisu;
(it) jos ah > bc ja a4+ h < 0, niin systeemi (8.1) on globaalisti stabiili; ja

(#9i) jos ah > bc ja a + h > 0, niin systeemi (8.1) on globaalisti epéstabiili.

Tama tulos voidaan kirjoittaa my0s seuraavaan muotoon:

Tulos 2:
(i) Jos tasapainossa © = y = 0 ehto g—i % < % % on voimassa, niin sys-
teemilld (8.1) on satulapisteratkaisu;
(i4) jos tasapainossa @ = ¢ = 0 ehdot % g—z > %z % ja % + 5y < 0 ovat
voimassa, niin systeemi (8.1) on globaalisti stabiili; ja

(iii) jos tasapainossa & =y = 0 ehdot 9% g—g > g—z % ja 9% 4 5y > 0 ovat

voimassa, niin systeemi (8.1) on globaalisti epéstabiili.

Huomautus: Kappaleessa 8.2 kuvattu graafinen analyysi ei aina anna mah-
dollisuutta selvittda, onko systeemi globaalisti stabiili vai globaalisti epédstabiili.
Télloin pitdd tutkia onko % + % negatiivinen (= stabiili) vai positiivinen (=

epéstabiili) pisteessd & = ¢ = 0.
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8.4 Esimerkkeja
Esim. 1. Olkoon & = f(z,y) ja ¥ = g(x,y). Oletetaan, etti

P —fa<0 (&= f(z,y)
o =l<0  (@=f(zy)
—g,>0 (4= 9(@,9))
L=g, <0  (i=f(z,p)

Matemaattinen tarkastelu: kiytetdan hyvéksi tulosta 2. Edeltd saadaan
oz 0y < 0% 0y
Ox 0y ~ Oy oz’
= S
——  N——
- +

Tamé pétee jos ja vain jos systeemilld on satulapisteratkaisu.
Graafinen tarkastelu: singulaariurien kulmakertoimet ovat

% :—E<O = (2 =0 laskeva)
2 P Jy
ja
@ _ = >0 = (y=0nouseva.)
O |;_g 9y
y
A .
y=0
x=0
X
Kuva 8.16.

Etsitddn suuntanuolet:
ozt
ox
9
dy

<0 =z liikkkuu uraa (¢ = 0) kohti (sdénto 1).

>0 =y liikkkuu urasta (y = 0) poispéin (sdanto 2).



Kuva 8.17.

Suuntanuolien avulla voidaan piirtdd seuraavanlainen kuva:

y
A N -0

Kuva 8.18.

Huom/! kuvassa kaikki urat nuolten vililld ovat mahdollisia.
Suuntanuolten perusteella havaitaan, ettd systeemilld on satulapisteratkaisu:

y
A

Kuva 8.19.

Mydskin epéstabiilit urat saadaan suuntanuolten avulla:
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Esim. 2. Olkoon

Matemaattinen tarkastelu:

o0& 0y _ 9% 0y

Qxay 8ny

_—— =
+ —

Téstéd seuraa, etti systeemilld ei ole satulapisteratkaisua (tulos 2). Koska nyt

ot 0y
—+ = <0,
or + dy
on systeemi globaalisti stabiili (tulos 2).
Graafinen tarkastelu: singulaarien kulmakertoimet saadaan laskemalla

) _
9y :—& >0 = (2 =0 nouseva)
97 |3 fy
+
ja
0 x
9 9y = (g = 0 laskeva.)
833 =0 9y
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y
A .
x=0
y=0
X
Kuva 8.21.
Suuntanuolet saadaan jélleen seuraavasta tarkastelusta:
0% . . .
9 S 0 =z liikkkuu uraa (¢ = 0) kohti.
x
9y

By <0 =y liikkkuu uraa (y = 0) kohti.

Piirretddn suuntanuolet:

<

Kuva 8.22.

<

x=0

y=0

Kuva 8.23.
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Suuntanuolten perusteella havaitaan ettd systeemi on globaalisti stabiili:

y
A
x=0
y=0
- X
Kuva 8.24.
Esim. 3. Olkoon
= f(z, _zi)
y=9g(z, g)-
Matemaattinen tarkastelu: Koska,
ot dy < oz 0y
5.2 a9
Ox dy ~ Oy Ox

ei tiedetd onko systeemilld olemassa satulapisteratkaisua vai ei. Edelleen, koska

on systeemi joko globaalisti epéstabiili tai silld on olemassa satulapisteratkaisu.
Jos nyt

0i 0 _ 00y
Ox Oy ~ Oy ox’
on systeemilld satulapisteratkaisu. Jos taas
00 _ 00y
Ox 0y =~ Oy oz’
on systeemi globaalisti epéstabiili.
Graafinen tarkastelu: Singulaariurien kulmakertoimet saadaan laskemalla

dy fo s
== =——=<0 = , siispd ¢ = 0 laskeva
97 |5 fy ( )
+
ja
%y =90 = (g = 0 laskeva.)
895 =0 gy
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Etsitdan suuntanuolet:

i

371” >0 = x etdédntyy urasta (& = 0). Lisiksi, koska
x

9y o .

3y >0 = y etddntyy urasta (y = 0).

koska molemmat singulaariurat ovat laskevia, saadaan kaksi tapausta riippuen
siitd, kumpi ura laskee jyrkemmin:

y
A

Piirretdén edelleen:
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Kuva 8.26.

Kuvasta 8.26 huomataan, etti systeemi, jossa @ = 0 laskee jyrkemmin (vasem-

manpuoleiset kuvat) on globaalisti epéstabiili. Systeemilld, jossa § = 0 laskee

jyrkemmin (oikeanpuoleiset kuvat) on olemassa satulapisteratkaisu.
Oikeanpuoleisesta systeemisté voidaan piirtdd epéstabiilit urat:
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Kuva 8.27.

Tarkastellaan edelliset systeemit vield matemaattisesti. Aloitetaan tapauksesta,
jossa & = 0 laskee jyrkemmin. Nyt

fz Oy

dy

9y _ Y=
ox '

=0 Gy

fy oz

=0

Edellinen pétee jos ja vain jos

<~ _fzgy < _fyg:v

< fmgy < fygm

00 _ 0i0j

Ox 0y =~ Oy Ox’

Tama pétee jos ja vain jos systeemi on globaalisti epéastabiili. Tulos todistaa
oikeaksi kuvista tehdyn paatelmén.

=

Tarkastellaan edelleen tapausta, jossa ¢ = 0 laskee jyrkemmin. Nyt

_fa_ 0y %l _ 9=
fy o 0zl A |y 9y
Tama pétee jos ja vain jos
00 _ 0i 0
Ox Oy ~ Oy ox’

Siispé systeemilld on olemassa satulapisteratkaisu.

8.5 Vaihediagramma-analyysin kiytto taloudellisissa
malleissa

Miéarittelemme nyt kaksi differentiaaliyhtdlon muuttujatyyppia. Ennaltamddrdt-
ty muuttuja (predetermined variable) on sellainen muuttuja, jonka kehitys on
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ajan suhteen aina jatkuvaa. Ennaltamdadraimdaton muuttuja (non-predetermined
variable) on sellainen muuttuja, jonka kehitys on seuraavaa poikkeusta lukuun-
ottamatta jatkuvaa: silloin (ja vain silloin) kun jokin mallin parametreista muut-
tuu, ennaltamaaraamaton muuttuja voi tehda epéjatkuvan hyppéyksen. Tamén
ominaisuuden perusteella ennaltamadradméatonta muuttujaa sanotaan myos hyp-
pymuuttujaksi (jump variable).

Ennaltamdarityn muuttujan aikauraa voidaan kuvata seuraavalla tavalla:

A

/\/\/\/ X(t)

» {, aika

Kuva 8.28.

Sensijaan hyppymuuttuja voi tehdd hyppéyksen aina, kun malliin tulee ekso-
geeninen muutos (eli yksi tai useampi parametreista muuttuu):

y

A

| |

| r\_\ﬂf)
|

|

|

f1 b

Kuva 8.29.

hetkilld ¢; ja to jokin mallin parametreista muuttui. Muulloin kuin hetkiné ¢;
ja to parametrien arvoissa ei ole muutoksia, joten hyppymuuttuja y on silloin
jatkuva ajan suhteen.

Jos sellaisessa mallissa jota aiotaan kayttda taloudellisen ilmién ennustami-
seen molemmat muuttujat ovat ennaltaméarattyja, pyritddn globaalisesti stabi-
iliin ratkaisuun:
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<

y=0

x=0

Kuva 8.30.

Tamé sen vuoksi, ettd eksogeeninen muutos aiheuttaa mallin tasapainon siir-
tymisen uuteen paikkaan. Jotta uuteen tasapainoon pé#stiisiin, mallin taytyy
on globaalisti stabiili. Mikali malli globaalisti epéstabiili, silld ei voi mitéddn en-
nustaa: pienikin muutos aiheuttaisi systeemin hajoamisen.

Jos sellaisessa mallissa jota aiotaan kayttad taloudellisen ilmion ennustami-
seen, toinen muuttuja (tai osa muuttujista, jos niitd on yli 2) ovat ennal-
tamédrattyja ja toinen (tai loput muuttujista) on ennaltamairaaméton, pyritain
satulapisteratkaisuun:

{

Kuva 8.31: jos sopeutuminen alkaa muualta kuin satulapisteuralta AA,
lahenee systeemi kohti pakouraa BB.

Tama niinikdadn sen vuoksi, ettd parametrin muutos siirtda systeemin tasapai-
noa ja samalla myds tasapainoon johtavaa sopeutumisuraa. Jos mallissa on sa-
tulapisteratkaisu, niin uusikin kehitysura on yksikésitteinen, joten sitd voidaan
kiyttad ennustamiseen. Tétd voidaan selventédd seuraavalla kahdella kuviolla.
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Tarkastellaan ensiksi globaalisti stabiilia ratkaisua:

?

Kuva 8.32.

Olkoon z(0) ennaltamidrdtyn muuttujan « alkuarvo. Mille tasolle hyppymuut-
tuja y hyppéd, jos alkutilanteessa ¢ = 0 jokin parametreista muuttuu? Mahdol-
lisia y:n x(0):aa vastaavia alkuarvoja, joista padstaén tasapainoon (z*,y*), on
periaatteessa déretén méidrd (kuviossa ag, g, as jne.). Ts. y voi hypétéd aéret-
toman monelle tasolle ja silti systeemi voi ‘spiraalia’ myoten edetd tasapainoon
(x*,y*). Siis aivan ilmeisesti téllaista mallia ei voida kiyttd4 minkéénlaisen ke-
hityksen ennustamiseen.
Oletetaan nyt satulapisteratkaisu:

Kuva 8.33.
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Satulapisteuralta AA 16ytyy vain yksi sellainen y:n alkuarvo y(0), josta systeemi
voi edetd tasapainoon (z*,y*). Muilla y:n alkuarvoilla tasaapainoon ei pa&sté.
Taten mallin kehitysura on yksikéisitteinen, joten sen avulla voidaan ennustaa
systeemin kehitystd. (Huom! ennaltamédrityn muuttujan alkuarvo on aina an-
nettu.)

Esimerkkeja dynaamisten taloudellisten mallien muuttujista:

(i)

(i)

(iii)

Pddomakanta on selvisti ennaltamaératty muuttuja. Se ei voi hypété, jos
mallin jokin parametri (esim. korko) muuttuisi, vaan se on kehittynyt ja
kehittyy edelleen menneen investointikehityksen kasaumana. K = I, silli
K(t) = ['_ I(r)dr.

Maan ulkoinen varallisuus on yleensa ennaltamagratty muuttuja: se kertyy
(kuluu) maksutaseen ylijaddméan (alijidmén) kautta ja on siten jatkuva yli
ajan. Sen sijaan valuuttavaranto ei liene ennaltaméérdtty: esim. speku-
laattorit voivat vaihtaa valuuttaa toiseksi valuutaksi ja arvopapereiksi
hyvinkin lyhyelld varoitusajalla, kun jokin taloudellisista indikaattoreista
muuttuu.

Osakkeen hinta on hyppymuuttuja: se kehittyy jatkuvasti yli ajan niin
kauan kun sijoittajat eivat néde yrityksen kehityksessd mitddn uutta ja
yllattavaa. Yllattdavan tiedon sattuessa osakkeen kurssi hyppaé.

Osake-
kurssi

Kuva 8.34.

Liukuva vaihtokurssi on hyppymuuttuja. Jos sijoittajien mielestd maan
kehityksessa ei tapahdu mitédan sellaista, mitd ei aikaisemmin voinut en-
nakoida, kurssi kehittyy vakaasti ja jatkuvasti yli ajan. Uusi ja yllattava
tieto maan tilasta panee sijoittajat reagoimaan, miké saa kurssin hyp-
paamaan.
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9 Sovellus: investointifunktion johtaminen

9.1 Taustaa

Monissa makromalleissa on ollut vaikeuksia muodostaa vakaata investointifunk-
tiota. Syyné tdhén on ollut se, etté yritys on oletettu kaikilla markkinoilla hin-
nanottajaksi, jolloin saadaan kylld haluttu pddomakannan taso, mutta ei halut-
tua tasoa investoinneille eli pddomakannan muutokselle.

Tarkastelemme tétd ongelmaa seuraavan esimerkin avulla. Oletetaan yksin-
kertaisuuden vuoksi, etté yritykselld ei ole muita panoksia kuin pddoma. Yleistys,
jossa padoman lisdksi on my6s tyo ja mahdollisesti muita panoksia, on helppo
tehdéd. Tuotanto y on paddomakannan k konkaavi funktio eli pddoman rajatuotos
on aleneva:

y = f(k), f'>0, f’<o. (9.1)

Oletetaan lisdksi, ettd yritys ottaa sekd lopputuotteensa hinnan p, investointi-
tavaroidensa (=uusien koneidensa) hinnan ¢ sekii pddoman kiyvin koron r an-
nettuna, ja etté vakio-osuus p pddomasta kuluu aikayksikossa. Talloin se mak-
simoi voittoa

O =py—rk—pk=npf(k)—(r+ pgk, (9.2)

misséd py on myyntitulot, r korkokustannukset pddomasta, gk pddoman kiypa
arvo ja pugk kuluneen pafiomakannan korvaaminen (= poistot). Yrityksen voiton-
maksimointiehdoksi tulee

oIl ,
— = k)—(r =0,

on — PF (k) = (r+u)g

jonka perusteella yritykselle optimaalinen pddomakanta k* saadaan seuraavasta
ehdosta: pddoman rajatuoton pf’(k*) on oltava yhtdsuuri kuin korko r plus
poistoaste p kerrottuna investointitavaroiden suhteellisella hinnalla ;l):

Fk) = (r + m]%, 9.3)

missé k* on optimaalinen eli haluttu paaomakanta.
Ongelmana on, ettd ehto (9.3) méirittelee padomakannan k tason mutta ei
investointeja hintojen (p, ¢) seké koron r funktiona:

E*(p,q,7) = (f)~* ((r + u)}%), missé (f')~! on funktion f’ kii#inteisfunktio.

Nain siitd huolimatta, ettd makromallit ja empiirinen evidenssi edellyttéisivat
funktiota, jossa investointien taso (eli padomakannan muutos) olisi hintojen
(p, q) ja koron r funktio.

9.2 Epitaydelliset investointitavaramarkkinat

Ratkaisu em. ongelmaan on yksinkertainen: yksittdinen yritys ei kohtaakaan
téydellisid, vaan epétiydelliset investointitavaramarkkinat. Investointihyddyk-
keet eivét ole homogeenisia, kuten monet makromallit yksinkertaisuuden vuoksi
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olettavat. Ne koostuvat kullekin yritykselle hyvinkin erityisista palveluista ja
tavaratoimituksista, joten ne ovat itseasiassa hyvin heterogeenisia hyddykkeita.
Oletamme yksikertaisuuden vuoksi, ettd investointitavaroiden tuottajat kiyt-
tavit yrityksen tuottamaa hyddykettd panoksena. Téalldin yrityksen kohtaama
investointitavaroiden tarjonta I on investointitavaroiden ja lopputuotteen suh-
teellisen hinnan Q = % kasvava funktio:

), g > 0. (9.4)

L ®)
(%)

» |

Kuva 9.1.

Toisin sanoen, yritys kohtaa investointitavaramarkkinoilla nousevan tarjontakay-
ran: mitd korkeampi on investointien jo olemassa oleva taso I, sitd enemmén
uusista koneista ja laitteista joutuu maksamaan suhteessa omaan lopputuot-
teeseen.

Investoinnit I koostuvat vanhan pddoman kulumisen korvaamisesta uk plus
uuden padoman luomisesta k= %, missé ¢t on aika. Téasta ja (9.4):sta saadaan
tasapainoehto )

pk+k=1=g(Q),

josta ratkaistaan padoman kasautumisen yht&lo:

k=g@Q) —pk, ¢ >0 (9.5)

Pidoman rajatuotto lopputuotteena on f’(k). Jos tdméa kerrotaan lopputuot-
teen hinnalla p, saadaan pddoman rajatuotto rahana pjf’(k). Yritykselle on
kuitenkin térked tietdd vield lisipddoman rajatuotto paddomayksikkding, joka
saadaan jakamalla rahaméédrd pf’(k) uuden pddomayksikon hinnalla g. Yri-
tys lisié (tai vihentdd) investointejaan, kunnes saavutaan tasolle jossa lisdpéaé-
oman rajatuotto padomayksikoing % 1/ (k) plus inflaatiovoitto reaalipdiomasta

(=pa#omatavaroiden hinnan suhteellinen muutos) % = % % on yhté suuri kuin

paddoman kuluminen p plus kiypé korko paddomalle r. Jos %f’(k) + g > u+r,
niin silloin yrityksen kannattaa lisdta investointejaan, ja jos g fl(k)+ g <p+r,
vahentdd niitd. Néin ollen olemme saaneet tasapainoehdon

g F(k) + g =t (9.6)
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Maéaritelmén @ = % perusteella sekéd ottaen huomioon, ettd lopputuotehinta p
on eksogeeninen (ts. p = 0), ehto (9.6) voidaan kirjoittaa my6s muotoon

54 q

Q:;:(T‘I‘M)E—fl(k):(T‘I‘M)Q—fl(k)- (9.7)
Téssé yrityksen tasapainoehto (9.7) on johdettu intuitiivisesti. Se voidaan my6s
johtaa suoraan yrityksen voitonmaksimoinnista dynaamisen optimoinnin avulla,
mikd on kuitenkin liian vaativa asia télle kurssille.

9.3 Yrityksen dynamiikka

Differentiaaliyht&lot (9.5) ja (9.7) méérittelevit mallin dynamiikan. Padomakan-
ta k on aivan ilmeisesti ennaltamééréatty muuttuja. Investointitavaroiden suh-
teellinen hinta ) on hyppymuuttuja: jos investointitavaroiden myyjilla on ratio-
naaliset odotukset, ne voivat sopeuttaa omaa myyntihintaansa heti, kun jotain
uutta ja yllattéavas ilmenee.
Yhtalsista (9.1, (9.5 ja (9.7) saadaan
%z—u<0, %:g'>0, g—g:—f”>07 g—g=r+u>0.

Néin ollen (k, Q) tasossa kiyrd (K = 0) on nouseva ja kiyrd (Q) = 0) on laskeva:

Q| _ % _n_, 4@ __F_ o
Wl ok g kel T 00 g
dk Jj—o 0o 9 Q=0 o | TH

Edelleen muuttuja k sopeutuu kohden kéyrdd (k = 0) ja muuttuja Q poispéin
Kiyristi (Q = 0): % <0 ja % > 0. Tasta saadaan seuraava grafiikka:

I
I
I
I
|
g

Kuva 9.2: suuntanuolet.
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Kuva 9.3: satulapisteratkaisu.

Kuva 9.4: sopeutumisurat.

misséd (k*,Q*) on (pitkdn aikavilin) tasapaino, AA satulapisteura ja BB pak-
oura. Havaitaan, ettd on olemassa satulapisteratkaisu. Mallin satulapisteomi-
naisuus on saatavissa myos suoraan seuraavasta tuloksesta:

ok 0Q _ ok 0Q
ok 0Q ~ 0Q Ok
N~ , \ N~—~
-+ + *
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9.4 Investointifunktio

Tutkimme nyt, mitd tapahtuu kun korko r yhtdkkid muuttuu hetkelld ¢t = 0.
Koska yhtaloistd (9.1), (9.5) ja (9.7) saadaan

ok 0Q 0Q dQ
a0 5 T2 ot
2Q
_ _ Or N . .
= —@<0 kun @ = 0 ja k vakio.
oQ

kiiyrd (k = 0) pysyy paikallaan, mutta kiiyréd (QQ = 0) siirtyy alaspéin, kun korko
r kasvaa. (@ = 0)g — (@ = 0)1:

Q
A

(G=0),

@9, >k

Kuva 9.6.
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Koska kiiyrii (k = 0) pysyy paikallaan, tasapaino siirtyy alkutasapainosta (ko, go)
uuteen tasapainoon (ki,Q1); ainut uutta tasapainoa vastaava satulapisteura on
AiA;.

Q
A

O

o> 0

Kuva 9.7.

Kuvassa 8.7 on nuolilla kuvattu sopeutumisura. Piirretdan muuttujien k, @ ja

I = ¢(Q) aikaurat. Kuvissa hetki ¢ = 0 on muutosajankohta, téssé tapauksessa
siis koronnousun ajankohta.

k
A

Kuva 9.8: pddomakannan kehitys
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I=9(Q)
A

I
0 » |

Kuva 9.10: investointien kehitys

Pddomakanta putoaa véhitellen ja tasaisesti uudelle tasapainotasolleen ky. Sen
sijaan investointitavaroiden suhteellinen hinta @@ = £ putoaa ensiksi tasolle Q
ja sitten nousee vahitellen uudelle tasapainotasolleen )7 Samoin investoinnit
putoavat ensiksi tasolle I ja sitten nousevat vahitellen uudelle tasapainotasolleen
I.

Tulos: Investoinnit ovat koron aleneva funktio: I(r), I’ < 0. Kun korko r nousee
yllattéen, investointien lyhyen aikavélin muutos yliampuu pitkén aikavélin muu-
toksen: |I — Iy| > |I; — Io|. Ts. investointien korkojousto on lyhyellé aikavilillé
suurempi kuin pitkalla aikavalilla.

9.5 Epastabiilien urien tulkinta

Epéstabiili ura, joka lahenee asymptoottisesti kohden pakouraa BB, on kupla.
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kupla yléspéain

kupla

_____ 16spéin
Q alaspain yiosp

kupla alaspéin

I
|
I >

kr k

Kuva 9.11.

Jos yritys on epéstabiililla uralla, investointitavaroiden hinta @ ja samalla in-
vestointien taso I = ¢(Q) joko kasvavat rajatta (kupla ylospéin) tai laske-
vat rajatta (kupla alaspiin), kunnes jokin mallin ulkopuolinen institutionaa-
linen rajoite katkaiseen tdmén kehityksen. Niin kauan kuin yritys ja investointi-
tavaroiden tuottajat luottavat vakaaseen kehitykseen, kehitys my6s pysyy vakaa-
na ja ollaan satulapisteuralla AA. Mikéd tahansa hé&irio joka saa ndmé agen-
tit menettdméin uskonsa vakaaseen kehitykseen, voi syséitd kehityksen joko
ylospéin tai alaspéin suuntautuvalle kuplalle. Tamén tulkinta on seuraava:

Investointitavaroiden suht. hinta ) nousee

— Yritys odottaa hinnan () nousevan myos jatkossa

s ja aikaistaa investointejaan

kupla yléspain: ] o . .

— investointitavaroiden kysynté kasvaa

—> investointitavaroiden suht. hinta nousee edelleen
jne.

Investointitavaroiden suht. hinta @Q laskee

= Yritys odottaa hinnan @) laskevan my0s jatkossa ja

my&hentda investointejaan

kupla alaspdin: ) o ) B )

= investointitavaroiden kysynté supistuu

— investointitavaroiden suht. hinta laskee edelleen

jne.

9.6 Odotusten vaikutus investointeihin

Oletetaan nyt, ettd yritys odottaa koron r nousevan tulevaisuudessa hetkelld T'.
Esim. hetkelld ¢ = 0 sattuu jotain sellaista, joka saa yrityksen uskomaan etté
keskuspankki kiristdd rahamarkkinoita hetkelld T'. Koron nousu siirtdéd kiyras
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(Q = 0) alaspiin (Q = 0)g — (Q = 0);, mutta vasta hetkelld 7. Ongelman
ratkaisu on, ettd yritys etenee aikavélin (0,T") jotain (alkuperéisté tasapainoa Sy
vastaavaa) epéstabiilia uraa ja siirtyy sitten satulapisteuralle A;A; tdsmélleen
hetkelld T'. Loppuaika edetddn uuteen tasapainoon satulapisteuraa pitkin.

Piirretdsn nyt ratkaisu takaperin. Kun t > ¢1, yritys etenee uutta tasapainoa
(k1, Q1) vastaavaa satulapisteuraa A; A; vélin JSq:

Kuva 9.12.

Nyt on endi loydettdva se epéstabiili ura joka vastaa alkuperdistd tasapain-
oa Sy ja joka saavuttaa pisteen J tdsmaélleen hetkelld T'. Pisteeseen Sy vievin
satulapisteuran ylépuolella epédstabiilit urat kdantyvit ylospéin ja alapuolella
alaspéin (vrt. sivu 4). Néin ollen:

Kuva 9.13.



111

Téassd BoBy on alkuperéisté tasapainoa Sy vastaava pakoura. Suhteellinen hin-
ta @ hyppéd tasolle Q heti hetkelld ¢ = 0, kun tieto tulevasta koron noususta
on saatu, joten hypatédan heti pisteestd Sy pisteeseen L. Sitten edetédén vali LJ
epéastabiilia uraa pitkin kunnes hetkelld T' saavutetaan satulapisteura Ay Aq pis-
teessé J. Loppuaika edetdéin uuteen tasapainoon satulapisteuraa A; A; pitkin.
Tuloksen tulkinta on seuraava. Sen jilkeen kun tieto tulevasta koron nousus-
ta on saatu, yrityksen investointihalukkuus pienenee. T&ll6in myds investoinnit
pienenevét ja investointitavaroiden myyjéit joutuvat heti laskemaan hintaansa
Qo — Q jaqo =pQo — 4 = pQ. Kun korko sitten hetkelld ¢ nousee, (yhtialon
(9.7) nojalla) hinnan ¢ muutosnopeus Q mukautuu tahén muutokseen, mutta
hinta itse ei tee endd mitdan epédjatkuvaa hyppaysta.
Muuttujien k, g ja I aikaurat ovat seuraavat:

Kuva 9.16.

Téasséd t = 0 on hetki, jolloin tieto koronnoususta saadaan, t = T hetki, jolloin
korko todella nousee. Téstd havaitaan, ettd investointien sopeutuminen alkaa



112

siitd hetkestd t = 0, jolloin tieto (tai usko) muutoksesta saadaan, ei siitd het-
kesté, jolloin muutos todella tapahtuu. Néin ollen epdvarmuus rahamarkkinoilla
aiheuttaa epévakautta investoinneissa.

Huomautus. Pisteen Q ei tarvitse olla pisteen Q4 yléapuolella, vaan se voi ol-
la my6s tdmaén alapuolella. Vertaillaan vield sopeutumisuria kun tieto koron-

noususta tulee eri aikoina. Piirretdan kuva:

Q

*

Kuva 9.17.

Kuvassa ura SyGoJyS1 vastaa tilannetta, jossa yritys saa tiedon koronnousus-
ta ajanhetkend Tj. Ura SyG1J151 vastaa tilannetta, jossa yritys saa koronnos-
totiedon ajanhetkend Tj. Téssa tapauksessa Ty > Ti.
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10 Optimisaatoteorian perusteita

10.1 Johdanto

On olemassa kahden tyyppisid dynaamisia malleja: jatkuva-aikaisia, jotka ilmais-
taan differentiaaliyhtaloing; ja distreettiaikaisia, jotka ilmaistaan differenssiy-
htéloina. Jotkut taloudelliset ongelmat on helpompi mallittaa jatkuva-aikaisina,
ja jotkut toiset distreettiaikaisina. Jos saman mallin jatkuva-aikaisella ja diskreet-
tiaikaisella muunnoksella on olemassa ratkaisut, niin ne johtavat periaatteessa
samaan tulokseen.

Tamén luennon tarkoituksena on osoittaa, kuinka dynaamista mallia op-
timoidaan. Ajanpuutteen vuoksi tarkastelemme vain jatkuva-aikaisia malleja.
Distreetit mallit on jatetty tdmén luennon ulkopuolelle.

Optimisdédtoteoriassa (= optimiohjausteoriassa, optimal control theory) on
olemassa kaksi vaihtoehtoista lihestymistapaa.! Dynaaminen ohjelmointi (dy-
namic programming), jonka julkaisi amerikkalainen matemaatikko R. Bellman
1950-luvulla, ja maksimiperiaate (maximum principle), jonka julkaisi venéldinen
matemaatikko L. Pontrjagin niinikdan 1950-luvulla. Jotkut dynaamiset optimi-
mointiongelmat on helpompi ratkaista dynaamisen ohjelmoinnin avulla ja jotkut
toiset maksimiperiaatteen avulla. Jos molemmilla lahestymistavoilla on olemas-
sa samaan ongelmaan ratkaisu, niin ne periaatteessa johtavat samaan tulokseen.
Talla luennolla keskitymme maksimiperiaatteeseen. Dynaaminen ohjelmointi on
jatetty tdmén luennon ulkopuolelle.

10.2 Maksimiperiaate

Tarkastellaan suunnitteluperiodia [, T|, missd 7 on alkuhetki ja T loppuhetki.
On my6s mahdollista, ettd loppuhetki on &éretén, T' = co. Olkoon x4, ..., x, tila-
muuttujia (state variables) ja uy, ..., Uy, sdédtomuuttujia (control variables). Seki
sdato- etta tilamuuttujat ovat ajan funktioita eli ne muuttuvat ajassa. Taloudel-
lisissa sovelluksissa perussddtéongelmana on maksimoida kohdefunktionaalia

T
/ e U (z1(t), ooy 2 (t), ur (£), oo up (£)) dt (10.1)

sdatomuuttujien uq, ..., u,, avulla rajoiteena differentiaaliyhtalot

@(t) = dx;t(t)

= Fi(z1(t), .y zn(t),ur(t), ..., um(t)) fori=1,...n, (10.2)

jotka kuvaavat tilamuuttujien zi,...,z, kehitystd. Tilamuuttujien alkuarvot
21(7), ...,y (7) ovat annetut.

Huom! Téssé luentosarjassa rajoitutaan vain tapaukseen, jossa kohdefunktion-
aalin diskonttoa e ** lukuunottamatta sekd kohdefunktionaali (10.1) ettd li-
ikeyht&lot (10.2) ovat ajasta ¢ riippumattomia. Tadmé& tapaus kattaa valtaosan
kansantaloustieteellisistad sovelluksista.

IKs. esim. A.K. Dixit (1979), tai Kamien and N.L. Schwarz (1985).
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Dynaaminen optimointiongelma (10.1) and (10.2) voidaan ratkaista seu-
raavasti. Médritelladn (reaaliarvoinen) Hamiltonin functio

Hy =U(x1(t), ..o xn (), ur (), ... um (t)) + Z)\i(t) dx;gt)
=U(z1(t), . zn(t), ur(t), ..., um (t))
Y NOF (1(8), oo wn (1), ur (£), ooy i (8), 1), (10.3)
i=1

missé A;(¢) on tilamuuttujaa z;(t) vastaava liittomuuttuja (co-state variable).
Liittomuuttujat kehittyvit seuraavan diferetiaaliyhtdlon mukaan:
- dNi(?) 0H,
(1) = — (1) —

ja Mi(T)ai(T)e ™ =0 fori=1,...,n.
(10.4)

Nyt dynaaminen optimointi voidaan muuntaa staattiseksi optimoinniksi, jos-
sa Hamiltonin funktiota (10.3) maksimoidaan sdétomuuttujien uq (t), ..., wm (%)
avulla joka hetki ¢. Mikéili funktiot U ja F; ovat derivoituvia, tdmé johtaa seu-
raaviin ensimmadisen asteen ehtoihin:

OH,
8ui
Dynaaminen optimointiongelmalla (10.1) and (10.2) on olemassa ratkaisu,

jos 1oydetddn liittomuuttujille A, ..., A, sellaiset alkuarvot \;(7), ..., A, (7), ettd
ehdot (10.4) ja (10.5) ovat samanaikaisesti voimassa.

=0 fori=1,..,n (10.5)

10.3 Sovellus: voiton maksimointi yli ajan

Oletetaan, ettd yritys on kaikilla markkinoilla hinnanottaja ja valitaan yksiker-
taisuuden vuoksi lopputuotteen ja investointitavaroiden hinnat ykkosiksi. Yri-
tykselld on vain yksi tuotantopanos, padoma K, ja alenevat skaalatuotot. Talloin
yrityksen tuotantofunktio tulee muotoon

Y=FK), F >0 F'<O. (10.6)
Pidoma K kasvaa bruttoinvestointien I avulla seuraavasti:
. dK
K:E:I—,uK, K(0) = K, (10.7)

missd ¢ on aika, ¢ > 0 on poistot paddomasta and K pddoman alkuperdinen
madra. Taman lisdksi oletetaan, investointikustannusten I liséksi yritykselld on
sopetumiskustannuksia

o(I), ¢" >0, ¢(0)=0. (10.8)

Yrityksen jakamat osingot ovat yhtd kuin myyntitulot ¥ minus investointkus-
tannukset I + ¢(1):

N=Y —1—-¢()=FK)—1-¢dI).
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Jos markkinakorko on 7, niin yrityksen nykyarvoksi tulee
o o
/ e "ldt = / e "F(K) — I — ¢(I)]dt. (10.9)
0 0

Yritys maksimoi nykyarvoaan (10.9) rajoitteena padoman kasautuminen
(10.7). Téstd saadaan Hamiltonin funktio

H=II+\K = F(K) = I —¢(I) + \I — pK], (10.10)

missd A on tilamuuttujaa K vastaava liittomuuttuja, joka kehittyy seuraavasti:

: oH

A=rA——=[r+u—F(K)\ lim \Ke "™ =0. (10.11)
oK t—o0

Investointien I avulla maksimoidaan Halmiltonin funktiota (10.10). Téstéd 1.

asteen ja 2. asteen ehdoiksi

OH Lo 0%H

o an
o7 = —¢" <. (10.12)

Derivoimalla yht#lo (10.12) ajan suhteen saadaan
A—¢"(I)I =0.
Sijoittamalla tdhdn (10.11) ja (10.12) saadaan investointien kehitykseksi

: A A 1+ ¢'(I)
I=——~=—— ~F'(K)]=—">2 - F'(K)]. 10.1
7 = gl P = g e - L (1013)
Nyt meilld on (K, I)-tasossa kaksi differentiaaliyhtilod, padoman K kasautu-
minen (10.7) ja investointien I kehitys (10.13). Téssé systeemissé padoma K
ennaltaméaritty muuttuja ja investoinnit I hyppymuuttuja. N&illa kahdella dif-
ferentiaaliyhtl6llla on seuraavat ominaisuudet:

oK oK o 1+¢ oI

— _ — — 1! = —
9K w <0, T 1>0, K > F7 >0, a1l . 0.
N , 2
+

(10.14)

Téamé tarkoitta sitd, ettd (K, I)-tasossa kiyrd (K = 0) on nouseva ja kiyri
(I =0) pystysuora:
dI 0K 0K

= =-—=/Z== 0, =0 & F(K)= .
K |~ oK/ ar M7V (H) =r+u

(kuva 10.1 tahén)

Muuttuja K sopeutuu kohden kiyrad (K = 0) ja kiyrdn (I = 0) oikealla (vasem-
malla) puolella muuttuja I kasvaa (pienenee):
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(kuva 10.2 tdhén)
Tastéd havaitaan, ettd systeemilld on satulapisteratkaisu:
(kuva 10.3 tahén)

Sama matemaattisesti:
0K oI _ 0K oI
oI 0K =~ 0K 01 1»_0'
NN N —
+ o+ - %

Valttdméattomista ehdoista (10.11) and (10.12) ainoa jota ei vield ole osoitet-
tu olevan voimassa on trasnversaaliehto

tlirgo AH)K (t)e Pt = 0.
Néin ollen on 18ydettéva sellainen alkuarvo A(0) liittomuuttujalle A etta

Jim AB)K (t)e " =0
pitee. Kuvasta 10.3 ndhd&én ettd on olemassa satulapisteura joka johtaa tas-
apainoon (K*, I'*). Niin ollen jos hyppymuuttujan I alkuarvo I(0) valitaan sopi-

vasti, niin systeemi siirtyy yksikésitteisesti tasapainoon (K*, I*), jossa K = K*,
I=1T1*and A =1+ ¢'(I) ovat vakioita ja

lim A\(#)K(t)e ”" = lim \*K*e " = 0.
t—o0 t—o0

Tamé osoittaa, ettd myos transversaalisuusehto on voimassa. Koska alkuarvo
1(0) on yksikéisitteinen, niin systeemin sopeutumisurakin on yksikésitteinen.

10.3.1 Miten systeemin kehitys muuttuu, kun korko r nousee?
Relaatioista (10.7), (10.8), (10.13) ja (10.14) seuraa, etti

OK 0l 1+¢/(I) dK 0K |OK

or Tor ¢"(I) ™ Ko or | 0K ’
dK| oI Jol —0
dr 1-70_ ar | 0K '
= <~ =~
+ +
Toisin sanoen: kéyrd (K = 0) ei sirry mihinkééin, mutta kiyrd (I = 0) siirtyy

vasemmalle (I =0)g — (I =0);:
(kuva 10.4 tahén)

Sijoittamalla tdhén satulapisteurat ndhdaén, ettd padoma pienenee Ko — K
ja investoinnit supistuvat ja aliampuvat lyhyelld aikavalilla, Io — I > Iy — I5:

(kuva 10.5 tahén)
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10.3.2 Miten systeemin kehitys muuttuu, kun poistoaste y nousee?

Relaatioista (10.7), (10.8), (10.13) ja (10.14) seuraa, etti

%<O g—1+¢/(1)>0 % —_% 87K<0
ou " Ou &' (I) Todp | g ou | OK ’
d/i i=0 B,u 0K '

+ +

Toisin sanoen: kiiyrd (I = 0) siirtyy vasemmalle (I = 0)g — (I = 0)1 ja kiyrd

(K = 0) kiertyy origon ympéri kellonvastaisesti (so. vastapéivaan) (K = 0)g —

(K = 0)12
(kuva 10.6 tahén)

Sijoittamalla tdhén satulapisteurat ndhdé&an, ettd paddoma pienenee Ky — K1,
mutta investoitien muutos jaa epaselviksi, Iy Z Ipjal z Io:

(kuva 10.7 tahén)

10.4 Sovellus: hy6dyn maksimointi yli ajan
10.4.1 CIES hyotyfunktio

Ramseyn hyotyfunktio eli CIES hydtyfunktio? on muotoa

c'f -1

g With6>0,0#1, (10.15)

o0
U :/ u(C(t))e dt with u(C) =
0
missé ¢ on aika, ¢ = 0 nykyhetki, C' kulutus, «(C) hetkittdinen hyotyfunktio,
p > 0 subjektiivinen diskonttokorko (constant rate of time preference, vakio) ja
6 > 0 yli ajan substutuutionjouston kiénteisarvo (vakio). Koska rahahyoty v'(C)
on aleneva, kuluttajan pyrkii tasoittamaan kulutuksensa yli ajan. Mita suurem-
pi 0, sitd nopeampi on rajahyodyn u'(C') suhteellinen muutos kulutuksen C kas-
vaessa ja sitd haluttomampi kotitalous on hyviksyméan poikkeamat tavoiteena
olevasta vakiokulutustasosta. Kun 6 1&henee nollaa, hytyfunktio «(C) 1&henee
lineaarista muotoa C, jolloin kotitalous on indifferentti kulutuksen ajoituksen
suhteen, jos korko 7 on yhtésuuri kuin subjektiivinen diskonttokorko p.
Oletetaan etté kotitalous pystyy investoimaan minké tahansa maaran markki-
nakorolla r. Olkoon W (t) kotitalouden kokonaisvarallisuus ja Y (¢) sen tulot het-
kelld t. Kotitalous sééstdé kasaamalla varallisuutta W seuraavasti:

W(t) =rW(t)+Y(t) — C(t), (10.16)

2Constant Intertemporal Elasticity of Substitution (= yli ajan vakiojoustoinen).
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missé 7 on korko, Y tulot ja C' kulutus. Valitaan kulutushinta ykkoseksi.
Kotitalous maksimoi hy6tyddan (10.15) kulutuksen C avulla rajoitteena var-
allisuuden muutos (10.15). Tatd maksimointia vastaava Hamiltonin funktio on

H, = u(C(t)) + AW (t) = w(C(t)) + XO)[rW (t) + Y (t) — C(t)]. (10.17)
Tilamuuttujaa W vastaava liittomuuttuja on A ja se voidaan tulkita varallisuu-
den W varjohinnaksi. Se muuttuu seuraavasti:

OH,

A(t) = pA(t) — S = P~ A, I AW (@ =0, (10.15)

Ottaen huomioon (10.15), Hamiltonin funktion (10.17) maksimointi kulutuksen
C avulla johtaa 1. asteen ehtoon

0H,

e W (C(t) — A(t) =C(t)~" = A(t) = 0.

Tisté ja yhtilostd (10.18) saadaan C(t)=7 = A(t), C(t) = A\(t)~Y?, log C(t) =
—0flog A(t) seki

C(t) dlogC(t) Cplog () M) _r—p

c@t  dt dt A(t) 0

Johtop&étos: Jos kotitaloudella on CIES hydétyfunktio (10.15) ja jos se voi si-
joittaa tai lainata yhdelld ja samalla korolla r minkd summan tahansa, niin sen
reaalinen kulutus C kehittyy Fulerin yhtdlon mukaan:

e _r ; P ioka hetki t. (10.19)

HaRrJOITUS: Johda kulutuksen kehitys logaritmiselle hyotyfunktiolle

U:/ e *'log C(t)dt,
0

missd p on subjetiivinen diskonttokorko ja logC' hetkittdinen hyo6tyfunktio.
Tamé& funktio on erikoistapaus funktiosta (10.15), kun 6 — 1.

10.4.2 Dynastinen perhe

Yksittdinen henkilo, joka ei vilitd muiden ihmisten hyvinvoinnista, ottaa
huomioon sen ettd hén ei eld ikuisesti. Jos 0 on nykyhetki ja T on téllaisen
henkilon elinaika, niin hin maksimoi hyotyé yli periodin [0, T]. Matamaattisista
syisté on kuitenkin helpompaa maksimoida funktionaalia

A T u(C)etdt

kuin funktionaalia

T
/ w(C(#))ertdt.
0
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Tamaé ongelma voidaan ratkaista kahdella tavalla.

Tapa I. Oletetaan ettd henkilon elinaika 7' on satunnaismuuttuja, joka noudat-
taa Poisson jakaumaa: kuolema todennékoisyys kahta kertaa pidemmalld ajan-
jaksolla on kaksi kertaa suurempi. T&ll6in hyotyfunktio

/T u(C(t))e Ptdt
0

voidaan pyoristdd muotoon
0 ~
/ w(C(8))edt,
0

mutta siten ettd uusi diskonttokorko on suurempi, p > p.*> Emme kuitenkaan
késittele téatd tapausta nyt, koska se on matemaattisesti mutkikkaampi.

Tapa 1. Oletetaan, ettd kulutuksesta pasttéavé yksikko ei ole yksi ihminen, vann
perhe, jossa

i) on useita sukupolvia,

ii) ei-vadristéavit tulonsiirrot jasenten vililld ovat mahdollisia,

(

(

(iii) kaikilla jésenilld on sama hyotyfunktio,

(iv) kaikilla jisenilld on sama paino perheen hyotyfunktiossa, ja
(

v) perheenjisenten lukumaédiri kasvaa vakiovauhtia n.

Oletuksista (ii)-(iv) seuraa etta jokainen perheejésen kuluttaa saman méaérian C,
ja oletuksista (i) and (iv) ettd perheen hyotyfynktio on nollasta ddrettoméadn.
Valitaan mukavuuden vuoksi perheen jésenten maara hetkelld nolla ykkoseksi.
Tilloin oletuksesta (v) seuraa ettd dynastisen perheen jisenten lukumé&édrd on
e™ hetkelld t. Oletuksen (iv) nojalla perheen hydtyfunktio on jdsenten hydty-
funktioiden summa. Jos yksittédisen jasenen hetkittdinen hyodty on w(C), niin
koko perheen hetkittdinen hydtyfunktio e™u(C(t)) on u(C(t)) kertaa jésenten
miird e™ hetkelld ¢. Talloin dynastinen perhe maksimoi

U= / e PtU dt = / eI (Cdt,
0 0

missd p > 0 on subjektiivinen diskonttokorko ja C' kulutus jidsentd kohden.
Toisin sanoen dynastinen perhe kiyttaytyy ikdan kuin sen olisi yksi kotitalous
joka eldd idti, mutta jonka subjetiivinen diskonttokorkoa p on pienennetty jasen-
ten kasvunopeuden n verran.

3See Blanchard and Fischer (1989), kappale 3; tai Barro and Sala-i-Martin (1995), kappale
3.
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10.5 Ramseyn kasvumalli

Frank Ramsey julkaisi 1928 aikakauskirjassa The Economic Journal artikke-
lin joka loi perustan optikasvuteorialle. Sen pédsisélté on seuraava. Alkuperii-
sissé laskelmissaan Ramsey kdytti variaatiolaskentaa. Nyky#dén samat tulokset
saadaan helpommin maksimiperiaatteen avulla.

Ramseyn ongelma: kuinka suuren osuuden kansankunnan tulisi sdéstéaé eli mika
on sen optimisdédstamisalttius?
Oletetaan, ettd taloudella on neoclassinen tuotantofunktio
Y = F(K(t),L(t)), FpL >0, Fx >0, Frp, <0, Fgr <0, Fgp >0,
(10.20)
missé ¢ on aika, Y (t) tuotos, K (t) pddoma, L(t) tyo, ja alaindeksit K ja L tarkoit-
tavat osittaisderivaattoja muuttujien K ja L suhteen. Jos funktiolla (10.20) on

vakioskaalatuotot, se voidaan kirjoittaa myos per capita muotoon (= henked tai
tyopanosta kohti) seuraavasti:

y(t) = f(k(t), f'>0, f"<0,
Y(t) K(1)

y(t) = 0k k(t) = )’ f(k@) = F(k(t),1). (10.21)
Oletetaan ettd tyovoima L kasvaa vakiovauhtia n:
L(t)/L(t) = n. (10.22)

Oletetaan, ettd kansantalouden edustavalla kuluttajalla on CIES hy6tyfunk-
to [ks. kappale 10.4.1]

0 1-6
/0 C(t)lTle*Pfdt, >0, 0+#1, (10.23)
missd p on subjektiivinen diskonttokorko, 8 > 0 yli ajan substutuutionjouston
kidnteisarvo (vakio), C' kulutus, ¢ = C/L kulutus per capita ja u(c) hetkittai-
nen hydtyfunktio. investoinnit pifiomaan, K, ovat yhtd kuin tuotanto ¥ minus
kulutus C' minus pddoman poistot K, missd pu € (0,1) on vakiopoistoaste:

Kt)=Y(t)— C(t) — pK(t).

Ottaen huomioon (10.20)-(10.23), tdmé voidaan kirjoittaa per capita termein
seuraavasti:

~—

(1) = d(K®)Y\ _ K@) K@#)Lt) Y@t -C®) By +n)K(t)
Ta\L@t)) T LMt L) Lt L(?) ARy
— (1) — oft) — (u+ k() = F(R(D) — clt) — (u+ k(D). (10.24)
Kulutus henkeé kohden, ¢(t) for t € [0, 00), valitaan sitne, ettd hyoty (10.23)
maksimoituu rajoitteena pddoman kasautuminen (10.24). Tatd ongelmaa vas-
taava Hamiltonin funktio on

) _
)

~—

(e k). M0) = O ik
_ c(t)=% -1

=g TAD (k) =) = (u+n)k(t)], (10.25)



121

missé liittomuuttuja A noudattaa differentiaaliyhtélod
_ OH(c(t), k(t), A(t))
Ok(t)
=[p+p+n—f k@)A1, Jim At k(t)e = 0. (10.26)

A(t) = pA()

Hamiltonin funktio (10.25) maksimoidaan joka hetki per capita kulutuksen c(t)
avulla. Tasat saadaan 1. asteen ehto
OH (c(t), k(t), (1))
oe(t)

=c(t)™? = \(t) =0. (10.27)

Yhtalot (10.26) ja (10.27) ovat optimointiongelman vélttdmattomét ehdot. Néin
ollen meilld on systeemi, joka koostuu kahdesta differentiaaliyhtdlosta (10.24)
and (10.26), ja jossa pddoma k on ennaltamadritty ja liittomuuttuja (= péado-
man varjohinta) A on hyppymuuttuja. Koska

OH (c(t), k(t),A(t))
de(t)

= —0c(t)~? <0,

Hamiltonin funktion maksimoinnin 2. asteen ehdot péatevéit. Néin ollen jos vélt-
taméattomat ehdot (10.26) and (10.27) ovat voimassa, niin silloin ratkaisu on
yksikésitteinen.

Eliminoidaan nyt liittomuuttuja A 1. asteen ehdon (10.26) avulla. derivoimal-
la (10.26) ajan t suhteen ja sijoittamalla (10.26) sithen saadaan

ét) _ dlogle()*) _ dlogAt) _A®) _ 0 o).

790(1&) dt dt (t)

Tamaé tulos voidaan kirjoittaa myos Fulerin yhtdloksi

ety 1.,

—t == k(t))—p—pu— 10.28

IR ICORTEE (10.28)
Nyt meilldon kahden differentiaaliyhtlén (10.24) and (10.28) systeemi, jossa per
capita padoma k(t), on ennaltaméératty ja per capita kulutus ¢(¢) (joka korvaa
liittomuuttujan A) hyppymuuttuja. Jos otetaan huomioon (10.21), tasapainon
k = ¢ = 0 ympéristossd talld systeemillda on (k, ¢)-tasossa seuraavat ominaisu-
udet:

Ok , Ok oé ¢

—_— = — —_ e=0 — —_— = —1 —_— = - "

ok oo [f H ’ﬂ] =0 p> 07 de < 07 ok Hf < 07

dé de Ok ok

= = — =—— — = = t . (10.2
acl,_, 0, ak| 9%\, ./ e p >0, ¢=0 pystysuora. (10.29)

Téten kiyrd (k = 0) on nouseva, kiiyré (¢ = 0) pystytsuora, k pienenee (kasvaa)
kiiyrdn (k = 0) vasemmalla (oikealla) puolella ja ¢ kasvaa (pienenee) kiyrin
(k = 0) vasemalla (oikealla) puolella:

(kuva 10.8 tihén)
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Valttamattomista ehdoista (10.26) and (10.27) ainoa jota ei vield ole osoitet-
tu olevan voimassa on transversaaliehto lim;_, o A(t)k(t)e™?* = 0. Néin ollen on
16y dettivi sellainen alkuarvo A(0) liittomuuttujalle X ettd lim; oo A(¢)k(t)e™?t =
0 patee. Kuviosta 10.8 ndhd&an etté on olemassa satulapisteura joka johtaa tas-
apainoon (k*, ¢*). Néin ollen jos hyppymuuttujan ¢ alkuarvo ¢(0) valitaan sopi-
vasti, niin systeemi siirtyy yksikésitteisesti tasapainoon (k*,c*), jossa k = k*,
c=c* and A = \* = (¢*) "7 ovat vakioita ja

lim A(t)k(t)e™?" = lim \k*e "' = 0.

t—o0 t—oo
Tama osoittaa, ettd my0Os transversaalisuusehto on voimassa. Koska alkuarvo
¢(0) on yksikiisitteinen, systeemin sopeutumisura on yksikésitteinen.

Vastaus Ramseyn ongelmaan. Talouden sddstamisalttius on

saving Y —-C y—c

income Y y
Tésté ja (10.24):sta seuraa

y—c
Y k=0

k
= (u+ n);

Toisin sanoen: Tasapainossa sddstamisalttius on (u+n)

poistoosuus, n vaestin kasvunopeus ja % = § padoma/tuotos -suhdeluku.

%, missd (e on padoman
10.5.1 Sovellus 1: vieston kasvunopeus nousee

Oletetaan etté vieston kasvunopeus n nousee. Miten rationaalinen talous sopeu-
tuu tdhan muutokseen?

Tasapainon muutos saadaan komparatiivisen statiikan avulla seuraavasti.
Yhtéaloiden (10.24) and (10.28) perusteella tasapainossa pétee

= FOR(0) = e(t) = e+ k() = 0. 658 = F(+0) = p— =0,
(10.30)

Linearisoimalla ndmé yhtdlot tasapainon ldhiympéristossa saadaan
([ =p—n -1 dk —k
0= ( f 0 de + 1 dn
_ (10.30) p -1 dk —k
- ( 0 ) ( de )T\ -1 )

Téasta seuraa

ok -k -1 p -1 1
an—"l 0 ’/’ /0 ’_f”<0’
Oc p —k p -1 P
| b /8 e
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Téten k1 < ko and ¢; < ¢g, missé (ko, cg) on vanha ja (k1,c1) uusi tasapaino.
Differentiaaliyhtéloista (10.24) and (10.28) saadaan
ok ¢

c
o —k <0, %_—§<O.

Niistd ja yhtdlostd (10.29) seuraa ettd (k,c) tasossa kiyrd (k = 0) liikkkuu
oikealle asemasta (k = 0)¢ asemaan (k = 0);, mutta kiiyrd (¢ = 0) vasemalle
asemasta (¢ = 0)¢ asemaan (¢ =0):

dk
dn

ok 0 " dn

__ﬁ %—i<0
oeo  On/ Ok fV

(kuva 10.9 tahén)

k=0 on

Seké per capita pddoma k ettéd per capita kulutus ¢ putoavat, kg — k1 ja cg —
c1. Koska korkeammalla viestonkasvun tasolla tarvitaan enemmén sdastamisté,
jotta per capita pddoma k pysyisi samalla tasolla, per capita kulutus laskee.
Koska kulutuksen lasku nostaa kulutuksen rajahyotyé, per capita pddomaa k ei
kuitenkaan kannata palauttaa kokonaan entiselle tasolleen.

10.5.2 Sovellus 2: kotitaloudet tulevat karsivallisemmiksi

Jos kotitaloudet tulevat kérsivillisemmiksi, niiden subjetiivinen diskonttokorko
p laskee. Linearisoimalla yhtilot(10.30) tasapainon k = ¢ = 0 ympéristossi

saadaan
( ff-p-n -1 dk 0
o= (T ) () ()
won (g ) (8 ()

ok 0 -1 p —1] 1
ap—“l 0 ‘/‘ /oo ‘_f”<0’
Oc p 0 p -1 p
i FAR VIR A A

Téaten p;n putoaminen nostaa k:ta tasolta kg tasolle k1 ja c:té tasolta ¢y tasolle
1, missé (ko, ¢p) on vanha ja (k1,c;) uusi tasapaino.
Differentiaaliyhtéloiden (10.24) and (10.28) perusteella saadaan

Tasta seuraa

Ok oe c
=" 5,= 5"
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Niisté ja yhtilostd (10.29) seuraa etté (k,c)-tasossa kiyrda (k = 0) ei siirry
ollenkaan, mutta kiyrd (¢ = 0) siirtyy oikealle asemasta (¢ = 0)p asemaan
(¢ =10)1, kun p laskee:

ok |0k dk oc fo¢ 1

= —0, T =/ <o

o dp/ Ok dp|._, ap/ Ok  f"

dk
dp

(kuva 10.10 té#hén)

Per capita pddoma k nousee tasaisesti tasolta kg tasolle k;. Per capita kulutus ¢
putoaa epéjatkuvasti tasolta ¢y tasolle ¢, mutta sitten kasvaa tasaisesti tasolta
¢ tasolle c¢;. Jotta pddomaa voitaisiin lisdtd suhteessa tyovoimaan, per capita
kulutusta pitéa laskea ja sdastamista lisdta aluksi. Padoman kasautuessa kulutus
pitkélla aikavélilla nousee yli alkuperiisen tasonsa.

10.6 AK malli

Endogeenisen eli sisdsyntyisen kasvun teoria perustuu ulkoisvaikutuksiin. Kun
yksi tuottaja keksii jotakin, niin samalla toisetkin tuottajat oppivat jotakin.
Yksinkertaisin tapa mallittaa tdméankaltaisia ulkoisvaikutuksia on seuraava.
Oletetaan ensiksi, ettd tyon tuottavuus g on yksityiselle tuottajalle ekso-
geeninen. Tlloin tuotantofunktio (10.20) voidaan laajentaa muotoon

Y = F(K(t),q(t)L(t)), Fr>0, Fx >0, Fr, <0, Fgr <0, Fgr >0.
(10.31)

Oletetaan seuraavaksi, ettd technologinen muutos on paddomavaltaistumisen
(capital-deepening) sivutuote: jos pddoman kasvuvauhti K /K ylittad tyévoiman
kasvuvauhdin L/ L = n, niin teknologiaa tdytyy parantaa kehittamé&lld uusia
koneita, jotka vaativat vihemmaén ty6voimaa kuin vanhat koneet. Néilla uusil-
la koneilla tyoldiset tuottavat enemmén tavaraa ja padoma/tyd -suhdeluku k
nousee. Télla perusteella oletamme yksinkertaisuuden vuoksi, ettd makrotasol-
la ty6n tuottavuus ¢q kasvaa vakiosuhteessa pddomavaltaistumiseen K /K — L /L:
qt) K@) L(t) dlogK(t) dlogL(t) dlog(K(t)/L(t))

«®) K@) L@ dt dt dt
dlogk(t) k(1)
== T

Integroimalla tdmé& yhtdlé molemmin puolin ajan ¢ suhteen saadaan
q(t) = ak(t), (10.32)

missé a on jokin positiivinen vakio.
Jos tuotantofunktiolla (10.31) on vakioskaalatuotot, niin silloin sijoittamalla
sithen (10.32) saadaan tuotantofunktio per capita termein:
Y() K(1)
¢ :—:F<—, t>:Fkt, 1) = F(k(t), ak(t
y(t) 0] 0] q(t) (K1), q(t)) = F(k(t), ak(t))

= F(1,a)k(t) = Ak(?), (10.33)
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missé A = F(1,a) on vakio. TAm& on tunnettu AK malli: koko kansantuote
(per capita) y voidaan tuottaa vakioskaalatuottoisesti tuotettavista resursseista
(tdssi tapauksesta pifiomasta k per capita).t

Loppuosa mallista on sama kuin edellisessé kappaleessa 10.5: kotitalouksilla
on CIES hydtyfunktio (10.23) ja pddoma kasautuu sdéstdminen avulla,

K@) =Y(t)— C(t) — uK(t).

Sijoittamalla k = K/L ja tuotantofunktio (10.33) tdhdn yhtdloon saadaan

. d(K@®)\ K@) K@®Lt) Y(t)-C@) K(t)
0= (76) = T~ 10 10 = FH
=y(t) — c(t) — (u+ n)k(t) = Ak(t) — c(t) — (u+ n)k(t). (10.34)

Hyotya (10.23) maksimoidaan per capita kulutuksen c(t), t € [0,00), avulla
rajoitteena pddoman kasautuminen (10.24). Tét4 ongelmaa vastaava Hamiltonin
funktio on

()10 — _
B (e(t). k(1) 20) = D=L i
c(t)=? -1

= =1 g TADOMAKE) —c(t) = (n+n)k@)], (10.35)

missé liittomuuttuja A muuttuu seuraavasti:

OH (c(t), k(t), A(t))

A(t) = pA(t) — %0 = [p+n+n—ANQD),
Jim At)k(t)e *t = 0. (10.36)

Hamiltonin funktio (10.35) maksimoidaan joka hetki ¢ per capita kulutuksen
¢(t) avulla. Téstd saadaan 1. asteen ehto

OH (c(t), k(1), A(1))

9e(t) =c(t)7% — A(t) = 0. (10.37)

Optimoinnin vélttaméattoméat ehdot ovat (10.36) ja (10.37).

Nyt meilld on olemassa kahden differentiaaliyhtélon (10.34) ja (10.36) sys-
teemi, jossa piddoma (per capita) k on ennaltamiiritty ja liittomuuttuja A on
hyppymuuttuja. Koska

OPH (c(t), k(t),A(t))
de(t)?

= —0c(t)"% <0,

Hamiltonin funktion maksimoinnin 2. asteen ehdot ovat myos voimassa. Taten
jos valttdmattomat ehdot (10.36) and (10.37) péatevit, niin ratkaisu on yksikésit-
teinen.

40len muokannut AK mallia sisallyttamalla sithen myos viesténkasvun L/L =n.
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Eliminoidaan liittomuuttuja A kiyttden hyviksi 1. asteen ehtoa (10.37). Der-
voimalla (10.37) ajan ¢ suhteen ja sijoittamalla (10.36) saadaan

é(t)  dlogle(t)™?  dlogA(t)  A(t)
—0@— 7t = T —E—p+u+n—A.

Téama tulos voidaan kirjoittaa myos Fulerin yhtdlond seuraavasti:

ety 1
—<=—-[A-p—p-— 10.38
S gA o (10.35)
Nyt meilld on kahden differentiaaliyht&lon (10.24) and (10.28) systeemi, jossa
paddoma (per capita) k(t) on ennaltaméadritty ja kulutus (per capita) c(t) (joka
korvaa liittomuuttujan ) on hyppymuuttuja.

P&ddoman kasautuminen (10.35) voidaan kirjoittaa myds seuraavasti:

kE?zA—C(t)—u—n (10.39)

Tama osoittaa, ettd jos padoman (per capita) kasvunopeus k /k pidetdédn vakiona,
niin silloin myos kulutuksen suhde pddomaan c¢/k on niinikéén vakio. Téten
on olemassa tasapaino, jossa pddoma k ja kulutus c¢ kasvavat samaa vauhtia
(molemmat per capita). Yhtéldiden (10.33), (10.38) ja (10.39) perusteella taméa
tasapainoinen kasvunopeus mééréytyy seuraavasti:

N2
=

—
o~

~—

c(t) k() et) 1
A——=—-—p—-n=—~=—==-[A—p—pu—nl. 10.4
K T TR T ) glA—p—p—n] (10.40)
Téssé tasapainossa kulutuksen ja padoman suhdeluku on myés vakio:
c(t) p 1
—= == 1—=)(A—p—n). 10.41
wi) 6 (1-g)A-n-m (10.41)

Yhtéloiden (10.33) and (10.40) nojalla koko kansantalouden yleiseksi kasvu-
nopeudeksi g saadaan

gty _ k() _ét) _1

WO " RO o) g Hk (10.42)

Tulos (10.42) on talouden tasapaino (steady state). Koska mallissa on vain
yksi ennaltaméaritty muuttuja k, eksogeenisen muutoksen jalkeen hyppymuut-
tujat A ja ¢ hypaavat heti tasolle, joka vastaa tasapainoa (10.42) ja mallissa ei
ole lainkaan dynamiikkaa. Vientonkasvun n nousu pienentdd, mutta kirsivél-
lisyyden kasvu (i.e. p putoaa) suurentaa yleistd kasvunopeutta g.

Yhtélsiden (10.33) ja (10.41) nojalla talouden sdéstdmisalttius s on myds
vakio:

c

c
= —1-Z=1- =
income Y Y Y Ak

-5 G yu-en]

saving Y —-C y—c
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Mité kirsivillisemmét kotitaloudet (i.e. mitd pienempi p), sitd halukkaammpia
he ovat siirtdméan kulutust tulevaisuuteen ja sitd korkeampi sdéstamisalttius s.

Vienstonkasvun n vaikutus sédstdmisalttiuteen s riippuu the yli ajan substi-
tuutiojoustosta %. Jos % on suurempi (pienempi) kuin yksi, viieston kasvunopeu-
den n nousu lisdd (vihentdd) sidstamisalttiutta. Tamén tuloksen tulkinta on
seuraava. Vaeston kasvunopeuden n nousu laskee pddoman tuottoa

ylk—p—nmn=A—pu—n.

Talld puolestaan on kaksi vastakkaista vaikutusta sédéstémiseen: the substituuu-
tiovaikutus, joka korvaa tulevaa kulutusta nykykulutuksella ja laskee sdédstamis-
alttiutta, ja tulovaikutus, joka laskee nykykulutusta ja nostaa sdastamisalttiutta.
Jos yli ajan substituutiojousto on riittdvan suuri, % > 1, substituutiovaikutus
on voimakkaampi ja sdastdmisalttius putoaa, mutta jos yli ajan substituutio-
jousto on riittdvin matala, % < 1, substituutiovaikutus on voimakkaampi ja

siastamisalttius nousee.
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11 Diskreetit systeemit

11.1 Ensimmaéiisen asteen systeemit

Siirrymme nyt tarkastelemaan diskreettejé (so. differenssiyhtéloind kuvattavia)
systeemeji. Ensiksi tarkastelemme systeemié, joka on muotoa

Yt = bry + Ay—1, (11.1)

missé b ja A ovat parametreja seké y on endogeeninen ja x eksogeeninen muuttu-
ja. Systeemid (11.1) kutsutaan taaksepdinkatsovaksi (backward looking), koska
siind on endogeenisen muuttujan y menneitid arvoja, ja sen sanotaan olevan 1.
astetta, koska sen suurin siséltdméa viive on yksi.

Yhtélon (11.1) ratkaisu on muotoa erityisratkaisu plus vastaavan homogeenisen

yhtélon y; = Ayy;_1 yleinen ratkaisu. Kokeilemalla voidaan todeta, ettd ke-
hitelma
e .
Yt = bz )\th—i (112)
i=0

toteuttaa yhtélon (11.1), so. (11.2) on yhtélon (11.1) erityisratkaisu. Sijoitta-
malla homogeeniseen yht#loon y; = Ay,—; kehitelmi y; = k' saadaan k =
ja homogeenisen yht#lén yleinen ratkaisu CA*, missi C' on vakio. Niin ollen
yhtélon (11.1) yleinen ratkaisu on

i = bz N + O (11.3)
=0

Ratkaisusta (11.3) ndhd4én, ettéd taaksepainkatsovan systeemin (11.1) perus-
ratkaisu eli fundamentaali (11.2) madriytyy eksogeenisen muuttujan nykyisen ja
menneen kehityksen x;, x;_1, T¢_o, ... perusteella. Parametrista A riippuu, miten
systeemi kehittyy tédmén fundamentaalinsa ympérilld. Jos |[A| < 1, niin sys-
teemin aikaura lihenee fundamentaalin aikauraa, ja jos |A| > 1, niin se etédytyy
téstd. Jos A > 0, niin systeemin aikaura on aina samalla puolella fundamentaalin
aikauraa, ja jos A < 0, systeemin aikaura heilahtelee fundamentaalin aikauran
molemmin puolin.

Seuraavaksi tarkastelemme systeemié, joka on muotoa

Yt = 9Tt + Y1, (11.4)

missd g ja p ovat parametreja sekd y on endogeeninen ja x eksogeeninen muut-
tuja. Systeemid (11.1) kutsutaan eteenpdinkatsovaksi (forward looking), koska
siind on endogeenisen muuttujan y tulevia arvoja, ja sen sanotaan olevan 1.
astetta, koska suurin sen siséltdmé eteenpéinsiirto on yksi.

Myos yhtélon (11.4) ratkaisu on muotoa erityisratkaisu plus homogeenisen
yhtélon yleinen ratkaisu. Kokeilemalla

Yt = QZNixt+i (11.5)
i=0



129

nihdéén, ettd (11.5) on yht#lén (11.4) erityisratkaisu. Sijoittamalla y; = k' vas-
taavaan homogeeniseen yhtéloon y; = py.y1 saadaan télle k = i ja homogeeni-
sen yhtélon yleinen ratkaisu C(%)t = Cp~ %, missd C vakio. Siis yhtélon (11.4)
yleinen ratkaisu on

o0
Y=gy o+ Cuh. (11.6)

i=0
Ratkaisusta (11.6) ndhdédén, ettd taaksepéinkatsovan systeemin (11.1) perus-
ratkaisu eli fundamentaali (11.2) madriytyy eksogeenisen muuttujan nykyisen ja
tulevan kehityksen z;, x;41, Z¢y2, ... perusteella. Parametrista p riippuu, miten
systeemi kehittyy tdmén fundamentaalinsa ympaérilla. Jos |u] > 1 ja |i| < 1, niin
systeemin aikaura lahenee fundamentaalin aikauraa, ja jos |u] < 1 ja |%| > 1,
niin se etdytyy tistd. Jos p > 0, niin systeemin aikaura on aina samalla puolella
fundamentaalin aikauraa, ja jos p < 0, systeemin aikaura heilahtelee molemmin

puolin tdmén aikauraa.

11.2 Sovellus I: sopeutuvat odotukset

Aikaisemmin (1970-luvulle asti) suosittu tapa oli olettaa, etté inflaatio-odotukset
muodostuvat ennustevirheen korjauksesta:

a4 — @—1 = O[pr — a4, 0<6<1, (11.7)

missd p todellinen inflaatio, ¢ inflaatio-odotukset, ja 6 on edellisen periodin ar-
volle asetettu paino. Yhtélolle (11.7) voidaan antaa seuraava tulkinta. Yleiso
(kuluttajat ja yritykset yms.) korjaa ennustevirheensd p, — ¢; eli todellisen in-
flaation p; ja odotetun inflaation g¢; erotuksen osittain eli osuuden # > 0. Hén
ei voi kuitenkaan olla varma siité, ettd inflaatioasteen muutos on pysyvé, joten
hén korjaa vain osittain ja siten 6 < 1.

Yhtélo (11.7) on helposti muunnettavissa muotoon

1

qt = m(hfl + mpt-

Valitsemalla x = p, y = ¢, b = % ja A = ﬁ saadaan taaksepéainkatsova
systeemi (11.1), joten odotusten kehityksen méaaraéa (11.3) eli

t t
4 ) 1 0
_ 7 . t: 7 . t
qt—bi§:OApH+0A —Hgi§:0(—1+9)pm+c(—1+9).

Nyt koska 0 < ﬁ < 1, niin hintaodotusten ¢ aikaura ldhenee uraa

t
1 0
0= 15 2 g e (1Ls)

Ts. tdmén hetken inflaatio-odotuksia ¢; voidaan arvioida menneen inflaatioke-
hityksen geometrisesti painotetulla keskiarvolla (11.8), jossa paino pienenee vi-
iveen kasvaessa.
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Yhtéloon (11.7) tai (11.8) perustuvaa mekanismia sanotaan sopeutuviksi eli
taaksepdinkatsoviksi odotuksiksi. Sopeutuvia odotuksia kéytettiin makromalleis-
sa aina 1970-luvulle saakka. Niilld on kuitenkin sellaisia ominaisuuksia, joita ei
nykyaikaisissa malleissa voida hyviksya:

(i) Yleiso ei reagoi eksogeeniseen muutokseen heti kun tdméi tulee yleiseen
tietoon, vaan vasta sitten kun tdméa muutos heijastuu hintatasoon ja sit-
tenkin viiveell.

Esim. Oletetaan, ettd keskuspankki ilmoittaa nostavansa rahamé&irin
kas-vunopeuden pysyvisti korkeammalle tasolle. Yleiso kdyttaytyy epdra-
tionaalisesti, jos se ei ota téllaista ilmoitusta heti huomioon arvioidessaan
tulevaa hintakehitysté, vaan odottaa siihen saakka, kun rahamiirén muu-
tos heijastuu hintoihin.

(ii) Kaava (11.7) merkitsee sité, ettd niin kauan kun pitkédn aikavélin tasapain-
oa ei ole saavutettu, yleisd aliarvioi tai yliarvioi inflaatioasteen. Nain sil-
loinkin, kun sopeutumisaika on hyvin pitka.

Ominaisuudet (¢) ja (#i) ovat ristiriidassa rationaalisen kiyttéytymisen kanssa.

1970-luvulla kehitettiin ndihin ongelmiin ratkaisuksi rationaaliset eli eteenpdin-

katsovat odotukset. Ndiden ns. vahva versio perustuu olettamukseen, etta yleisol-

14 kansantaloudesta kiytossédan yhtd hyva malli kuin mallin tehneelld ekonomistil-
la. Niin ollen yleiso ‘arvaa’ oikein tulevan kehityksen ja muuttujan odotettuina

arvoina voidaan kdyttda nédiden todellisia tulevien periodien arvoja.

11.3 Sovellus //: rationaalisten odotusten vahva versio

Olkoon p todellinen inflaatio, ja r inflaation pitkéin aikavilin tasapainotaso, jon-
ka malli ennustaa. Pitkén aikavilin tasapainossa r on endogeeninen, joten se on
mallin eksogeenisten muuttujien funktio. Esimerkiksi sellaisessa makromallissa
jossa kaikki markkinat ovat tdydellisiéi, r on (perus)rahan méérén kasvunopeus,
joka se maaraa pitkan aikavélin inflaation. Yleisé mukautuu hetkellé ¢ etukiteen
tiedossaan olevaan rahamaéran kehitykseen ry, 711, 7442, ... Seuraavan saannon
avulla:

Pt — Pe—1 = 0[Pt — 1), 0<n<l, (11.9)

missd 7 sopeutumisparametri. On huomattava, ettd muuttujien p; ja r; kerroin

yhtélon (11.9) oikealla puolella on aivan péinvastainen kuin yhtélossa (11.7).

Yhtalon (11.9) tulkinta on seuraava. Jos hintatason kasvunopeus p; jaisi pysyvésti
rahaméiran kasvunopeuden r; yldpuolelle, niin inflaatio kiihtyisi koko ajan

(kupla ylospéin): p; > py;—1. Vastaavasti jos hintatason kasvunopeus p; jaisi

pysyvasti rahaméérin kasvunopeuden r; alapuolelle, niin deflaatio kiihtyisi koko

ajan (kupla alaspéin): p; < pi_1.

Yhtélo (11.9) on helposti muunnettavissa muotoon pi—1 = nry + (1 —n)p; ja

pe = nrep1 + (1 —n)pesa-
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Valitsemalla p; = y;, 7141 = ¢, ¢ = 1 ja p = 1 — n saadaan eteenpiinkatsova
systeemi (11.4), joten odotusten kehityksen méadraa (11.6) eli

3] ) B e’} ; 1
bt = QZWTH—iH +COu ' = 772(1 =)' Tetiv1 + C(mf (11.10)
i=0 i=0

Témén hetken inflaation p; fundamentaali n Y ;2 (1—1)"ry1i11 médrdytyy tule-
van rahamé&aran kasvunopeuden 7441, 42, ... perusteella. Koska ﬁ > 1, etdén-
tyy inflaatiokehitys fundamentaalista yhd enemmén ja enemmén, jos C' # 0.
Tamén ominaisuuden tulkinta on seuraava. Jokainen vakio C' vastaa eri aikau-
raa. Jos C' = 0, niin tdm4& aikaura on fundamentaali, jossa yleiso luottaa vakaan
kehityksen jatkuvuuteen (vastaa jatkuvan mallin satulapisteuraa). Jos C' # 0,
niin saadaan tilanne, jossa yleiso ei luota vakaan kehityksen jatkuvuuteen, joten
systeemi ‘rajahtaa’.

Mikali keskuspankki pystyy pitdméaén rahaméaritavoitteensa vakaana 11 =

rty2 = ... = r, ratkaisun (11.10) fundamentaali tulee vield yksinkertaisempaan
muotoon:
oo oo 1
pe=n) (L=n)r=m) (1-n'=m—7g——=r
i=0 i=0 — (1=

Tall6in hintatason kasvunopeus hyppéé heti rahan vakaan kasvunopeuden tasolle
r, jos yleiso luottaa kehityksen vakauteen: C' = 0.

Toinen mallin (11.9) yleinen sovellus on ns. Calvo-palkat. Amerikkalainen
ekonomisti Calvo on muodostanut mallin sopimuspalkkojen méaréytymisesta
seuraavien oletusten pohjalta. ® Tyomarkkinajirjestot asettavat nimellispalkan
p seuraamalla kiintedd reaalipalkkatavoitetta (joka sopivalla mittayksikon valin-
nalla voidaan olettaa ykkoseksi). Télloin nimellispalkan p tasapaino-arvo r on
yhté kuin hintataso, jonka tyomarkkinajérjestot ottavat eksogeenisena. Tulos
(11.10) osoittaa, miten tuleva (mutta yleisesti tiedossa oleva) hintakehitys 7, 111
T42, ..., Tt+7—1 MAArad tdmén hetken palkkatason p;.

11.4 Ennustevirheen huomioonottaminen

Olkoon z; muuttujan z todellinen arvo hetkelld ¢. Merkitsemme symbolilla
Eizy; muuttujan z odotettua arvoa hetkelld ¢ + i, joka perustuu hetkelld ¢
kéytettavissa oleviin tietoihin. On ilmeistd, ettd kullakin hetkelld mennyt kehi-
tys on tiedossa, joten

Etzt+i = Zt+i kun ¢ § 0. (1].].].)

Toisin sanoen muuttujan z odotettu arvo jonain aikaisempana tai samana peri-
odina on sama kuin tdmén muuttujan todellinen arvo ko. periodina. Sen sijaan
tulevaisuutta ennustettaessa on olemassa erehdyksen mahdollisuus eli odotettu
arvo Fyz;y; voi poiketa todellisesta arvosta z;4,, kun ¢ > 0.

5Calvo, ‘Staggered contracts and exchange rate policy’, kirjassa Frenkel (toim.), Exchange
Rates and International Macroeconomics, 1983, sivut 235-252.
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Rationaalisten odotusten teorian perushypoteesi on, etta talousyksikot eivat
tee systemaattisia ennustevirheitd. Tadma merkitsee sité, ettd ennustevirhe

Etzt+i — Zi45 = Ugq (1112)
on satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on nolla:
EtuH_i =0. (1113)

Ennustevirheen (11.12) varianssi Var(us4;) voi olla pieni tai suuri, mutta talla
seikalla ei ole mallin dynamiikan kannalta merkitysté, jos malli on lineaarinen.
Diskreetti rationaalisten odotusten makromalli oletetaan yleensd lineaarisek-
si. Télloin odotettu arvo muuttujien painotetusta summasta (= lineaariyhdis-
teestd) on yhtd kuin painotettu summa (= lineaariyhdiste) muuttujien odote-
tuista arvoista:

H H
Etzahth = ZOZhEcht, (1114)
h=1 h=1

missé 21, ...,z ovat eri muuttujia ja zp; on muuttujan zp arvo periodilla ¢.
Omi-naisuuksien (11.11)-(11.14) nojalla rationaalisten odotusten makromallit
voidaan ratkaista.

11.5 Sovellus []/I: rationaalisten odotusten heikko versio

Vahvassa versiossa (vrt. sovellus 11, kappale (11.3) edelld) oletettiin, ettd kaik-
ki talousyksikot arvaavat tulevan kehityksen oikein. Heikossa versiossa ratio-
naaliset odotusten teoria tehdiin realistisemmiksi ottamalla huomioon myos
erehtymisen mahdollisuus ja erot yksiléiden vélilld. Se perustuu seuraaviin ole-
tuksiin:

(a) Yleiso ei tee systemaattisia ennustevirheitd, ainakaan pitkilld aikavalilla.
Téll6in yleison subjektiiviset odotukset vastaavat todellista kehitysta vaik-
ka ennustevirheesta johtuva epatarkkuus voi olla suuri. Kukin talousyk-
sikko ennustaa tulevaa kehitystd oman mallinsa avulla. Jos tdmé& malli on
epatarkka, niin ennustevirheen hajonta on suuri, vaikka ennustevirheen
keskiarvo olisikin (likim&&rin) nolla. Jos malli on tarkka, niin ennuste-
virheen hajonta on pieni.

Esim. Odotettu hintakehitys = todellinen hintakehitys + ennustevirhet-
td kuvaava virhetermi, jonka odotusarvo on nolla. Asiantuntijalla tdmén
virhetermin varianssi on pieni ja ei-asiantuntijalla suuri. T4lléin talousyk-
sikot eivat systemaattisesti yli- tai aliarvioi hintakehitysté, vaan erehtyvat
satunnaisesti kumpaankin suuntaan: virhetermi on satunnaismuuttuja,
jonka odotusarvo = 0.

(b) Kaikki oleellinen ennusteissa tarvittava informaatio on julkista. T&ll6in
yleisén ennusteen odotusarvo on sama kuin talouspolitiikan harjoittajan
odotusarvo. Mikali informaatio olisi maksullista, niin silloin olisi olemassa
sisépiiri, joka tekisi oleellisesti erilaisia ennusteita kuin muu yleiso.
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Laajennetaan nyt kappaleen (11.3) malli heikoksi versioksi. Méaritelmén
(11.12) nojalla muuttujan r todellinen arvo nykyiselld tai tulevalla periodilla
on yhté kuin saman muuttujan odotettu arvo plus yleisén ennustevirheesta ai-
heutuva hairiétermi:

Tip; = Eyreyj +uy; kun j > 0.

Satunnaismuuttujiin us4; voidaan suhtautua kuten eksogeenisiin muuttujiin ja
muuten soveltaa samaa ratkaisutapaa kuin edelld. Sijoittamalla tdmé yhtalo6n
(11.10) ja olettamalla T" on riittdvéan suureksi saadaan seuraava yleinen ratkaisu:

pe =9y W[Eireri + teripa] + Cp™t = e + v, (11.15)
=0

Ottamalla yhtalostd (11.15) odotusarvo saadaan

T-1 T—1
. i 1 .
bt =1 E (L —=n)"Erepivr + 0(71 )t, Ve =M (1 =n)"Utyiy1-
: -0 :
=0 =0
Téaten jos yleisoé luottaa vakaaseen kehitykseen, C = 0, niin tdmén hetken

odotettu inflaatio Fyp; madrdytyy rahaméérin odotetun kasvunopeuden Fyryq1,
Eiri4o,... perusteella. Koska Fiu;1; = 0 positiivisilla ¢:n arvoilla ja

T-1
Et’l}t = ’f] Z(l — n)iEtutH = 0,
=0

niin yhtélén (11.15) nojalla inflaatio p; heilahtelee satunnaisesti odotetun ar-
vonsa F;p; molemmin puolin.
Samanlainen laajennus saadaan myos Calvo palkoille. Talloin yhtélossa (11.15)

u; on tyomarkkinajéjestojen ennustevirhe tulevan hintakehityksen arvioinnissa.
Mikali tyomarkkinajarjestot luottavat kehityksen vakauteen, niin tulos on seu-
raava. Kansantalouden keskimé&dradinen nimellispalkka p; heittelehtii odotetun
arvonsa F;p; molemmin puolin ja tdm& odotettu arvo on funktio odotetusta
hintakehityksestd Eiriy1, Biriqo, ...

11.6 Toisen asteen systeemit

Siirrymme nyt tarkastelemaan systeemid, joka voidaan ilmaista toisen asteen
differenssiyhtéloné. Olkoon y edelleen endogeeninen ja x eksogeeninen muut-
tuja sekd kaikki muut symbolit parametreja. Téllainen systeemi voi olla joko
pelkastdan taaksepédin katsova

Yr = by + Mys—1 + Aoyp_a,

jolloin ratkaisu méérdytyy (11.3):n tapaan muuttujien menneiden arvojen pe-
rusteella, pelkdstddn eteenpéin katsova

Yt = 9Tt + f1Ye+1 + HoYrt2,
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jolloin ratkaisu méérdytyy (11.6):n tapaan muuttujien tulevien arvojen perus-
teella, tai seké eteen- ettéd taaksepéin katsova:

Yo = aTy + N1 + pUYpr1- (11.16)

Kuten kappaleessa (11.1) osoitettiin, ensimmaéisen asteen systeemit ovat joko
taakse- tai eteenkatsovia. Toisen asteen systeemi, joka on joko pelkastdan eteen-
péin tai pelkéstaan taaksepéin katsova, johtaa kylla monimutkaisempaan malliin
kuin vastaava ensimmaéisen asteen systeemi, mutta tuloksen eivit juuri laadulli-
sesti poikkea vastaavien ensimmaéisten asteen systeemien ratkaisuista. Talous-
tieteilijin kannalta mielenkiintoinen tapaus on seké eteen- etté taaksepainkatso-
va systeemi (11.16), jossa endogeenisen muuttujan mennyt arvo y;—1 otetaan an-
nettuna, mutta tuleva arvo y;4; méaraytyy mallin tasapainoehdoista ja on siten
mallin eksogeenisten muuttujien funktio.

Yht#lon (11.16) ratkaisu koostuu erityisratkaisusta ja vastaavan homogeenisen
yhtalon yleisestd ratkaisusta. Erityisratkaisu on painotettu keskiarvo eksogeenisen
muuttujan menneisté, nykyisistéd ja tulevista arvoista:

o0 o0
U = o [xt + Z By + Zwixt_z}, (11.17)

=1 i=1

missé parametrit «, § ja 7 ratkaistaan parametrien a, A ja p funktioina kokeile-
malla kehitelméd (11.17) yhtdloon (11.16). Sijoittamalla y; = k* homogeeniseen
yhtiléon y; = Ays_1 + pyss1 saadaan karakteristinen yht#lo pk? — k 4+ X = 0,
josta ratkaistaan juuret

1—v1—4Xu

14+ v1—4Mp
20 '

k:
1 2

. ky= (11.18)

T#llsin homogeenisen yhtdlon ratkaisuksi tulee C1k% + Cokl, missi Cp ja Co
ovat vakioita. Yhdessé erityisratkaisun (11.17) kanssa yhtélon (11.16) yleiseksi
ratkaisuksi tulee

v =afo+ Y Baini+ 31 mes] + Cikt + Cobh, (11.19)
=1 i=1

Jos molemmat juuret (11.18) ovat itseisarvoltaan suurempia kuin yksi, |ki| >
1 ja |ke| > 1, systeemi on globaalisti epéstabiili: 1ahdettiimpd mistd pisteestd
tahansa fundamentaalin (11.17) ulkopuolelta, systeemi erkaantuu fundamentaa-
lista yhd kauemmas. Téllaista mallia ei voida kéyttdd, koska mikd tahansa
shokki, joka suistaa systeemin ulos fundamentaalilta, johtaa tdysin ennusta-
mattomaan kiyttaytymiseen. Jos |ki| < 1 ja |ko| < 1, systeemi on globaalisti
stabiili. Talloin vakiot C7 ja C5 voidaan ratkaista kiyttamalld alkuarvoja y;—1
ja y:—2, jotka tunnetaan. Kuten osoitimme jatkuvassa tapauksessa aikaisemmin,
rationaalisten odotusten malleissa globaalisti stabiilia ratkaisua ei voida kiyt-
tad, koska se ei johda yksikésitteiseen ratkaisuun: systeemi péatyy aina funda-
mentaalille valittiinpa vakiot C; ja C miten hyvénsd. Néiin ollen rationaalisten
odotusten malleissa tulokset ovat jarkevid vain, jos toinen juurista (11.18) on
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itseisarvoltaan suurempi ja toinen itseisarvoltaan pienempi kuin yksi. Valitse-
malla epéstabiilia juurta |k;| > 1 vastaava vakio C; nollaksi saadaan satulapis-
teratkaisu. Taméa vastaa tilannetta, jossa yleisé luottaa kehityksen vakauteen.
Toinen vakioista C; (j # i) ratkaistaan sen perusteella, ettd y,_1 tunnetaan.
Néin ollen molemmille vakioille C; ja C3 saadaan yksikésitteinen arvo, joten
systeemin kehitys on yksikasitteista.
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12 Sovellus: limittaiset sopimukset

12.1 Taustaa

Miten ratkaistaan teoreettisesti se, ettd makromallissa palkkojen tulisi olla ly-
hyellé aikavililld jaykkid, mutta pitkilla aikavalilla joustavia? Fischerin ja Tay-
lorin ratkaisuna tdhén ongelmaan oli ty6ehtosopimusten limittyminen: tiettyna
ajankohtana osa tyoehtosopimuksista raukeaa, mutta osa pysyy edelleenkin voi-
massa. Té&lloin palkat joustavat raukeavien sopimusten osalta, mutta pysyvat
kiintein niilla aloilla, joilla sopimukset ovat voimassa. Pitkalld aikavalilld kaik-
ki sopimukset raukeavat, joten palkat tulevat tdysin joustaviksi.

12.2 Malli

Muodostamme ensin pohjaksi makromallin. Olkoon P; hintataso, W; palkkataso,
Q: tuotanto, M, rahan tarjonta (= kierrossa olevan rahamé&ara), % reaalipalk-
ka ja P;@Q¢ nimellistulot periodilla t. Maarittelemme vastaavan pienen kirjaimen
tarkoittamaan logaritmimuunnosta: p; = log P;, w; = log Wi, ¢z = log Q¢
and m; = log M,;. T&lloin reaalipalkka logaritmisena on 1og(%‘) = wy — py
ja nimellistulot logaritmisena ovat log (P;Q:) = p: + ¢ Kirjoitamme mallin
yhtalot yksinkertaisuuden vuoksi logline-aariseen muotoon (= lineaarisiksi loga-
ritmimuunnosten suhteen) ja merkitsemme parametreja kreikkalaisilla kirjaimil-
la.

Eliminoidaksemme koron mallista oletamme, ettéd yleis6é pitdéd rahaa vakio-
suhteessa nimellistuloihinsa. Valitsemalla rahan mittayksikko sopivasti tdman
vakiosuhde saadaan ykkoseksi, joten M; = P;Q,. Kirjoittamalla tdmé loglin-
eaariseen muotoon ja ottamalla lisdksi huomioon rahan hallussapitopdatosten
epavarmuus saadaan

my = log My =log (P,Q:) + v =pt +q¢ + v, FEyvpyp; =0 kun i >0, (12.1)

missé v, on yleisén ennustevirhe. Voitonmaksimoinnin 1. asteen ehdon nojal-

la reaalipalkan %ﬁ aleneminen lisdd tuotantoa ;. Ottamalla huomioon lisék-
si tuotantopaétosten epavarmuus saamme taman riippuvuuden loglineaariseen

muotoon

qr = log Qr = —fﬂog(%) +u = Blpe — wi] 4wy, (12.2)

ﬂ >0, Etut—i-i =0 kun i > 0,

missé uy on yleison ennustevirhe ja 8 on hyédykkeiden kokonaistarjonnan jousto
reaalipalkan suhteen:

ﬁ:‘ dgy |__dg _ _ dlogQ _ dlog Qt/dlogUpr)
d(wy — p) d(wy — pt) d log(%‘) d(%‘) d(%)
dQ: B

:_d%‘ Qi
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Lopuksi méaarittelemme, ettd keskuspankki sopeuttaa rahaméadrdn M; hin-
tatasoon P; seuraavan sddnnon mukaisesti:

my =log My = alog P+ 2 = ap;+ z, (12.3)
O<a<l, E;z4;=0kuni>0,

missd z; on yleison ennustevirhe. Sdanto (12.3) kuvaa keskuspankin tyypillista
reaktioita hintatason P, muutoksiin, ja yleisd oppii tuntemaan tdmén sadnnon
kokemuksensa kautta. Parametria o voidaan kayttda rahapolitiikan kireyden
mittarina: jos a — 0, keskuspankki pitdd kiinni rahamaéaérétavoitteestaan ja
rahapolitiikka on kiredd; ja jos o — 1, keskuspankki ei vilitd pitdd rahamasraa
vakaana, joten rahapolitiikka on 16yséa.

Tyomarkkinoiden rakenne oletetaan seuraavanlaiseksi. Tyoehtosopimukset
ovat voimassa kaksi periodia ja ne neuvotellaan aina ensimmaisen periodin alus-
sa. Kansantaloudessa on olemassa kaksi yhtasuurta tyontekijaryhméa, joista
toinen tekee sopimukset aina parittomina ja toinen aina parillisina periodeina.
Tam4 on yksinkertaisin mahdollinen versio Fischerin ja Taylorin mallista.® Tapa-
uksissa, joissa (a) periodeja on useampia kuin kaksi, (b) tyontekijiryhmit ovat
erisuuria tai (¢) tydehtosopimukset kestévit yli kaksi periodia, saadaan saman-
laisia tuloksia, mutta laskelmat ovat monimutkaisempia. Oletamme, ettd tyo-
markkinajérjestot yrittdvit pitdd jasentensé reaalipalkan vakiona. Valitsemalla
tyon mittayksikko sopivasti téksi vakioksi saadaan ykkonen, joten tydmarkkina-
jarjestojen tavoitepalkka on sama kuin hintataso. Koska kuitenkin palkat sovi-
taan kahdeksi periodiksi, hetkelld ¢ esitetyt palkkavaatimukset (logaritmisena)
a; ovat keskiarvo saman periodin hintatasosta p; ja seuraavan periodin odote-
tusta hintatasosta Eyp; 1:7 a; = %[pt + Eipi11]. Koska periodina t tehddén vain
puolet palkkasopimuksista, mutta puolet néistd periytyy edelliseltd periodilta,
kansantalouden keskipalkaksi (logaritmisena) tulee

1 1
wy = 5[% +a] = Z[pt + Epeyr +pe—1 + Ei_1pe). (12.4)

12.3 Mallin ratkaiseminen
Nyt yhtéloista (12.1)-(12.3) saadaan

Blpe — we] + uy =022 g, =020y — gy — vy =029 (a = 1)py — vy + 2,
misté ratkaistaan hintataso p;:

Bwy 2t — Ut — Vg

:ﬁ+1—a+ B+1l—a

Dt (12.5)

6Mallia on myds yksinkertaistettu siten, ettd reaalipalkkatavoite ei riipu tySllisyydesta.

"Itse asiassa tavoitepalkan tdytyisi muodostua nykyisestid hintatasosta p; ja tulevasta
odotetusta hintatasosta Eip¢y1 diskontattuna nykyhetkeen 0F;pii1: ar = %[pt + 0Etpiy1].
Jos periodin pituus (ja siten myds sopimuskausi) on riittdvin lyhyt, niin diskonttotekija 6
voidaan olettaa likim&arin ykkoseksi. Tulokset on helppo yleistda tapaukseen, jossa periodit
(ja sopimuskaudet) ovat pitkid: 6 < 1.
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Ottamalla huomioon, ettd satunnaismuuttujien z;41, ury1 ja vey1 odotusarvot
ovat nollia, saadaan

Bw, Bwiy1

ma Eipiy1 = B+1— o (12~6)

Ei_1pr =

Sijoittamalla (12.5) ja (12.6) yhtdloon (12.4) saamme palkalle w; toisen asteen
differenssiyhtalon

1
wy = Z[ZH + Eypri1 + pi—1 + Er_1pi]

_ 1 Bwy Zg — Up — Vg Bwip1 Bwi—1
4 (8+1-« b+1—a« f+1—a ([f+1-—«
+ Zt—1 — Ug—1 — Vg—1 Bwy

B+1—-a B+1—-a
B

= — w4 wi + wee

4(64—1—04)[ ¢ 41 t—1)

1
e  — U — Vs Z1 — U1 — Vi1
4(ﬁ+1_a)[t ¢ — V¢ + 241 t—1 — Vg—1]

Kertomalla molemmat puolet termilld 2(5 + 1 — ) saamme

268 +4(1 — a)Jwy = Blweyr +we—1] + 26 — ug — Ve + 21 — Up—1 — Vg1
Téastd ratkaisemme yhtalon, joka on samaa muotoa kuin edellisen monisteen
yhtéls (11.16):

Wy [Wer1 + wee1] + @, Erxey; =0 for i >0, (12.7)

T 28+4(1—a)
missé,

1
Tt )[Zt — U — Vg + Bl — Up—1 — V1]

T 28+4(1 -«
on satunnaismuuttujien painotettuna summana satunnaismuuttuja. Saatu sys-
teemi (12.7) on sekd eteen- ettd taaksepdinkatsova. Ta&mé johtuu siité, ettd osalle
palkansaajia sopimukset ovat voimassa, mutta osalle ne erdéntyvit.

Edellisen monisteen ratkaisun (11.19) nojalla yhtélon (12.7) erityisratkaisu
Wy on painotettu summa satunnaismuuttujan z; menneistd, nykyisisté ja tule-
vista arvoista ja siten itse satunnaismuuttuja. Niin ollen systeemin (12.7) ratkaisu
on muotoa

wy = Wy + Okt + Cokb, (12.8)
missé ky ja ko ovat vastaavan homogeenisen yhtalon
wp = 7ﬂ [wt+1 + U)t—1]~ (129)
204+ 4(1 — )

juuret. Sijoittamalla homogeeniseen yhtdloon (12.9) w; = k' saadaan karakte-
ristinen yht&lo

k2—2(1+21_70‘)k+1=o,
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jonka juuret ovat

l—a 1 1—an?
k1,2=1+20‘i\/4(1+20‘) _4

Talloin

1— 1—an?
o 1+2a+\/(1+2 O‘) 11,

ky = 1+21;o‘—\/(1+21%o‘)2—1

1— 1—an2
> 142 ﬂo‘f (1+2 O‘) —0,

1l -« 1—a\2
ey = 1+2ﬂ—\/(1+2ﬁ) —1<1

o 21;0‘<\/(1+21;O‘)2—1
o 4(1;a)2< (1+21_Ta)271:1+4(1;O‘)2+4(120‘)71
1—

& 0< 4<Ta> mik4 pitda paikkansa, koska o < 1.

Koska juuri k1 > 1 on epéstabiili ja juuri 0 < k2 < 1 on stabiili, systeemilla
(12.7) on satulapisteratkaisu.

12.4 Ratkaisun muuntaminen tulkittavaan muotoon

Jos oletamme, etté yleiso luottaa kehityksen vakauteen, voimme eliminoida pois
kuplat valitsemalla epéstabiilia juurta vastaavan kertoimen nollaksi: C7 = 0.
Télloin yhtdlo (12.7) tulee muotoon

wy = Wy + Ozkl. (12.10)

Stabiilia juurta vastaava kerroin Cy voidaan ratkaista kdyttdmélla hyvéksi sité,
ettd hetkelld t tunnetaan aina edellisen periodin palkka w;_1. Siirtdmalla yhtaloa
(12.10) periodi taaksepéin saadaan

_ t—1
W1 = W1 + Coky 7,

Ratkaistaan téasta vakio

1

kit [

Csy =

Wy—1 — Wi—1),
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ja sijoitetaan se yhtdloon (12.10). Télloin saamme systeemin (12.7) lopulliseksi
ratkaisuksi alkuarvolla w;_1:

wy = kowy_1 + Et, ETETJH; =0 kun ¢ > 0, (1211)

missd €; = Wy — koW1 on satunnaismuuttujien summana satunnaismuuttuja
seka,

1-— 1— a2

O0<hy=1+2—"2— (1+2—a) 1<l (12.12)
B B

Yht#ls (12.11) voidaan periaatteessa estimoida palkkasarjan avulla. Talloin stabii-

li juuri ko osoittaa sen, missd méadrin palkat ovat sarjaan korreloituneita.

12.5 Palkkojen kehitys

Nyt tarkastelemme ratkaisun (12.11) tulkintaa. Ensiksi havaitsemme, etti nimel-
lispalkat ovat jaykkia: koska ko > 0, palkat ovat sarjaan korreloituneita eli ko-
rkea (matala) palkka talld periodilla ¢ ennustaa myos korkeaa (matalaa) palkkaa
seuraavalla periodilla t. Tadmén johtuu siitd, ettd vain osa palkoista pystyy heti
(so. samalla periodilla) reagoimaan eksogeeniseen muutokseen. Mikili téllaista
taloutta kohtaa shokki, palkkojen kehitys seuraa viiveella hintojen kehitysté ja
reaalipalkkataso poikkeaa pitkén aikavélin tasoltaan, kunnen uusi tasapaino on
saavutettu.
Nimellispalkkatason muutos voidaan mééritella seuraavasti:
Wy

Awy = wy — w1 = log Wy —log W;_1 = log W (12.13)
t_

Oletetaan ensiksi, ettd keskuspankki harjoittaisi &arimmaéisen 16yséd rahapoli-
tiikkaa:

a — 1 — (. Tallin juuri (12.12) tulee muotoon ke — 1, eli systeemilld onkin yk-
sikkojuuri: edellisen periodin palkka selittdé tédysin seuraavan periodin palkan.
Maééritelméan (12.13) perusteella tdmé malli ei enédé selitdkddn nimellispalkkojen
kehitystd tasona, vaan nimellispalkkatason muutos on satunnaismuuttuja:

Awt = Wt — Wt—1 = E¢.

Tulkinta on seuraava. Jos keskuspankki sopeuttaisi rahan tarjonnan riittdvan
ripedsti rahan kysynnédn muutoksiin, niin hintatason muutos ei péésisi vaikutta-
maan rahan reaaliseen tarjontaan ja siten koko kansantalouden tasapainoon mil-
laan tavalla. T&ll6in sen enempéd hintatasolla kuin palkkatasolla ei olisi mitdén
vaikutusta talouden kehitykseen, vaan ainoastaan ndiden muutoksilla. Tallaises-
sa tapauksessa hinta- ja palkkataso olisi 4arimmaéisen epavakaa. Téten talouden
vakauden ylldpitdmiseksi keskuspankin sopeuttamisen tulee aina olla riittavan
jaykkad, a < 1 — [, mistéd seuraa ko < 1.

Derivoimalla funktio (12.12) saamme negatiivisen riippuvuuden juuren ks ja

«

osamaaran % vélille:

dke 2(1+2452) 2(1+2452)
1—
d(75%) (1+2552)" -1 (1+2552)?




141

Nyt jos keskuspankki paattda soveltaa kireampéé rahapolitiikkaa kuin aikaisem-
min, o laskee, 1=2 nousee ja ko laskee. Télloin palkkojen joustavuus lisdéin-
tyy: edellisen periodin palkkataso w;—; ennustaa huonommin seuraavan peri-
odin palkkatasoa w;. Tulkinta on seuraava. Kirea rahapolitiikka panee hintata-
son reagoimaan voimakkaammin talouden shokkeihin. Tall6in tyomarkkinajar-
jestOjen on joustettava enemmén nimellispalkkoja, jotta ne pystyisivit shokin
jilkeen pitdmé&dn reaalipalkat vakaina.

Oletetaan nyt, ettd hyddykkeiden kokonaistarjonta tulee joustamattomam-
maksi reaalipalkan suhteen eli yhtildssi (12.2) 8 pienenee. Tillin 122 kas-
vaa ja ko pienenee, joten nimellispalkkojen joustavuus lisddntyy. Tulkinta on
samanlainen kuin edellé. Jos kokonaistarjonta on joustamatonta, hintatason on
reagoitava voimakkaammin talouden shokkeihin. T&lloin tyomarkkinajarjesto-
jen on joustettava enemmén nimellispalkkoja, jotta ne pystyisivét shokin jal-
keen pitdmaéaén reaalipalkat vakaina.

12.6 Tuotannon ja hintatason kehitys

Jos palkkataso w; on annettu, raha- ja hyodykemarkkinoiden tasapainoehto-
jen (12.1) ja (12.2) sekd keskupankin reaktiofunktion (12.3) avulla voidaan
simultaani-sesti ratkaista hintataso p;, kansantuote ¢; ja rahan tarjonta m.
Néamaé yhtdlét voidaan muuntaa muotoon

(1—a)pt + g +ve — 2 =0, Bpt — g + up — Bwy = 0.
Tésta ratkaistaan reaalinen bruttokansantuote ¢; ja nimellishintataso p;:

@ :%Hg, Erel =0 kuni > 1, (12.14)
po=ad, B, =0kmix1, (1215)

missd satunnaismuuttujat on méaritelty

1 = (1 — aJug + Bz — ) P T U T U
b B+1—a P B+ l—a

Koska yhtdlossd (12.14) (%1117)37;" < 1, reaalinen bkt ¢; korreloi negatiivi-

sesti palkkatason w; suhteen; ja koska yhtélossd (12.15) 0 < B+’(13_a < 1, hin-
tataso p; korreloi positiivisesti palkkatason w; suhteen, mutta kuitenkin niin,
ettd palkkatason nousu ei heti kokonaan siirry hintoihin. Téten siis hintataso
pr muuttuu samaan ja tuotanto g; vastakkaiseen suuntaan kuin saman peri-
odin palkkataso w;. Tulkinta on ilmeinen. Koska tyomarkkinajirjestot pyrkivét
pitdméaén reaalipalkat vakaina, hintatason ja nimellispalkkatason vélilla on posi-
tiivinen riippuvuus. Korkeat palkat nostavat tuotantokustannuksia ja supistavat
tuotantoa. Relaatiot (12.14) ja (12.15) voidaan periaatteessa estimoida hinta-,

tuotanto- ja palkkasarjoista.
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13 Lineaarioperaattoreiden kiytto dynaamisissa
malleissa

13.1 Taustaa

Lineaaristen differentiaali- ja differenssiyhtéaléiden késittelyd voidaan helpottaa
kiyttamaélla lineaarioperaattoreita. Jos esimerkiksi haluamme ratkaista diffe-
rentiaaliyhtalon

ay’ + by +cy = 0.

tdméan voi kirjoittaa muotoon
(aD? +bD + c)y = 0.

Téamén jalkeen operaattoria D kisitellddn tuntemattomana suureena ja ratkais-
taan algebrallinen yhtdlé aD? + bD + ¢ = 0. Jos tdméin algebrallisen yht#lon
juuret ovat A; ja Ag, funktiot e* ja e*? ovat differentiaaliyhtilon ratkaisuja ja
sen yleinen ratkaisu on A;e* + Ase*2, missi A; ja Ay ovat vakioita. Tété samaa
periaatetta voidaan soveltaa myds differenssiyht&aloon

ayr—2 + byr—1 + cyp = 0,
joka voidaan kirjoittaa muotoon
(aE* +bE +c)y = 0.

Tamén jélkeen operaattoria E kisitellddn tuntemattomana suureena ja ratkais-
taan algebrallinen yhtild aE? + bE + ¢ = 0. Jos tdméin algebrallisen yht#lon
juuret ovat ki ja ko, funktiot k! ja k! ovat differenssiyhtilon ratkaisuja ja sen
yleinen ratkaisu on Aik} + Askl, missi Ay ja Az ovat vakioita.

13.2 Lineaarioperaattoreiden perusominaisuuksia

Koska dynaamisissa taloudellisissa malleissa muuttujat ovat aina reaalisia, voim-
me rajoittua tarkastelemaan vain sellaisia operaattoreita, jotka on maéaritelty
reaaliavaruudessa R. Néin ollen méarittelemme lineaarioperaattorin T kuvauk-
seksi T : R — R, joka tyydyttaé seuraavat ominaisuudet:

(a) T(ax) = aTz, missd o on skalaari (vakio) ja x € R;
(b)) T(x+y) =Tz + Ty, missi z € R jay € R.

Toisin sanoen: (a) jos operaattoria T' sovelletaan termiin ax, niin vakio « voidaan
ottaa operaattorin eteen; ja (b) jos operaattoria T’ sovelletaan summaan x + y,
niin operaattori voidaan hajoittaa yli timan summan. Niistd kahdesta ominaisuu-
desta seuraa, ettd lineaarioperaattori T' voidaan hajoittaa yli lineaariyhdisteen
(so. painotetun keskiarvon, ml. negatiiviset painot):

T(ax + By) = oTx + Ty, x,y € R, «aja B ovat skalaareja.
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Mikéli lineaarioperaattori 7' on bijektio, sille voidaan maééritellad kddanteiso-
peraattori T~!, joka toteuttaa ehdon T~ 'Tx =z (so. operaattoria T~ sovel-
letaan muuttujaan Tz). Mééritelmien (a) ja (b) avulla voidaan helposti osoit-
taa, ettd myos tamé kidnteisoperaattori 7! on lineaarioperaattori. Edelleen
jos T~ 'Tx = x pétee, niin myds 77T 'z = 2 on voimassa: tekemélld yhtilolle
T~ Ty = y molemmin puolin operaatio T saadaan 77T 'Ty = Ty ja maarit-
telemélld muuttuja ¢ = Ty saadaan TT 'z = z.

Lineaarioperaattorit ovat hyodyllisia apuvilineitéd silloin, kun pitda tutkia
monimutkaisia systeemeji: niiden avulla voidaan laskelmia lyhentdd ja oikoa.
Jos jokin matemaattinen operaatio voidaan osoittaa lineaarioperaattoriksi, niin
silloin sitd voidaan kasitella erikseen melko pitkille samaan tapaan kuin miten
reaalilukuja késitelldadn. Talloin on vain muistettava, ettd lineaarioperaattori
ei voi olla olemassa ilman muuttujaa, johon sitd sovelletaan. Mm. seuraavat
matemaattiset operaatiot voidaan edelld olevien méaédritelmien (a) ja (b) avulla
osoittaa lineaarioperaattoreiksi:

(i) vakiolla o kertominen (kéinteisoperaattori: vakiolla 1 kertominen);
) derivointi, ks. kappale 4;

(#i1) integrointi;
)

kahden lineaarioperaattorin U ja V tulo, Tx = UVx (kddnteisoperaattori:
T iz =V-iUu—1z);

(v) kahden lineaarioperaattorin U ja V summa, Tx = (U + V)z (kidnteis-
operaattori: T~1z = (U + V)~ 1x).
On huomattava, ettd ominaisuuksien (iv) ja (v) perusteella myds mielivaltaisen
monen lineaarioperaattorin tulo tai summa on lineaarioperaattori.

Nyt johdamme seuraavan hyoédyllisen tuloksen.

Tulos 1. Olkoon « # 0 vakio. Tdlloin

o0
i 1
E ale x,
-«
i=0

missd yldindeksi © tarkoittaa potenssia.

TobisTus: Vakiot o, 1 — «
Z?io o' on lineaarioperaattori, ja lineaarioperaattoreiden 1 — « ja Z;:)io o' tulo
on lineaarioperaattori (vrt. kohdat (i) (iv) ja (v) ylld). Nyt koska ominaisuuden

(b) nojalla
(1 —a)Zaix = Zaim - Zaix =az =z,
=0 i=0 i=1

, ﬁ ovat lineaarioperaattoreita, vakioiden summa

niin saadaan
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Huom. Jos kiisittelemme summaa .-, o' reaalilukuna, tulos

2o =g

pétee vain tapauksessa —1 < «a < 1, jossa ko. sarja suppenee. Jos |a| > 1, ko.
summa ei ole mikédn reaaliluku vaan &areton.

Toinen hyodyllinen aputulos on seuraava:

Tulos 2. Olkoon T lineaarioperaattori sekd « ja B vakioita. Tdlldin

-1 -1, _ @ _ -1 _ L _ -1
(I-al)""(1-pT)"z= [M(l o) o /6’(1 A7) ] x.
TobisTus: Olkoon y muuttuja. Tall6in pétee
p—a  af—po B o
O:{1+a_ﬁ+ o T}y:[I—FOZ_ﬁ(l—ozT)—a_ﬁ(l—ﬁT)}y.

Soveltamalla tihin operaatiota (1 — oT')~! saadaan

0=[(-am)" + Ofg S (LR )7
Méérittelemilld uusi muuttuja z = (1 — T)y saadaan y = (1 — BT) "1z ja
0= [(-a) - sm 4 Lo amt - o an s
= (1—aT) ' (1=BT) "o+ %5(1 0T - aT)‘l} z,

mistd saadaan tulos. O

13.3 Viiveoperaattori ja siirto-operaattori

Tarkastelemme nyt diskreettid systeemid. Madrittelemme viiveoperaattorin (lag
operator) L seuraavalla tavalla: Lx; = 41, missi x on muuttuja ja ¢ periodi.
Talloin voimme myds merkita

L2£L’t = L(L.Zt) = Lfﬂt_l = Tt—2, L3 = Ll’t_Q = Tt—3y ey L" = Tt—n-

Yleensi merkitdian mukavuuden vuoksi L = 1. On helppo osoittaa ominaisuuk-
sien (a) ja (b) avulla, ettd viiveoperaattori L on lineaari-operaattori. T&lloin
myo6s sen potenssit ovat lineaarioperaattoreiden tuloina lineaarioperaattoreita.
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Madrittelemme siirto-operaattorin (forward operator) F seuraavalla tavalla:
Fzy = 2441, misséd x on muuttuja ja ¢t periodi. Télloin voimme my6s merkitd

2 3
F°xy = F(Fay) = Foypq = py2, F° =Fxipo = T3, ooy F" = Tppn.

Yleensi merkitddan mukavuuden vuoksi F© = 1. On helppo osoittaa ominaisuuk-
sien (a) ja (b) avulla, ettd siirto-operaattori F' on lineaarioperaattori. Talloin
my0s sen potenssit ovat lineaarioperaattoreiden tulona lineaarioperaattoreita.
Siirto-operaattori F' ja viiveoperaattori L ovat toistensa kd#nteisoperaattoreita:
F=L'jaL=F"

Todistamme nyt seuraavat aputulokset:

Tulos 3. Olkoon o vakio ja x muuttuja. Tdlldin

(o) o0
(1—al) o, = Zo/Lixt ja (1—aF) 2, = Z o Flay.
i=0 i=0

TobisTus: Koska vakiolla a kertominen ja viiveoperaattori ovat molemmat li-
neaarioperaattoreita, joille on olemassa kidénteisoperaattori, niin operaattoritulo
aL ja operaattorien summa (1—aL) ovat lineaarioperaattoreita ja jalkimmaéiselle
on olemassa kiiéinteisoperaattori (1 — aL)~!. Edelleen koska

o0 oo o0
(1—al) Z o'Liz, = Z a'Liz, — « Z o' Lty
i=0 i=0 i=0
o0 oo o0
= Z o' Lz — Z QT = Z o' Liay
i=0 i=0 i=0
o0
— Z o'Liz, = Loz, = Ty,
i=1

niin saamme (1 — L) Y ;o) a'L'z; = x;. Tekemélld tdmén molemmille puolille
kiisinteisoperattorin (1 — aL)~! mukainen operaatio saamme edelleen

> . .
E o'L'zy = (1 —al) tay.
=0

Koska F' ja vakiolla kertominen ovat molemmat lineaarioperaattoreita, joille on
olemassa ké#énteisoperaattori, niin operaattoritulo aF’ ja operaattorien summa
(1 — aF) ovat lineaarioperaattoreita ja jalkimmaéiselle on olemassa kidnteisop-
eraattori (1 — aF)~1. Edelleen koska

o0 o) o0
(1 —aF)Zo/Fixt = ZaiFixt —aZaiFH'lxt
i=0 i=0 i=0
oo oo
= Z Q' Figy — Z AR
i=0 i=0

oo oo
= E a'Flay — g o' Fig, = FOx = 2y,
i=0 i=1
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niin saamme (1 —aF) Y 72  a'Flzy = x;. Tekemélld timén molemmille puolille
kiisinteisoperattorin (1 — aF')~! mukainen operaatio saamme edelleen

Z o' Figy = (1—aF) 2. O
=0

Viive- ja siirto-operaattoreiden vélilld on olemassa my6s seuraava yhteys:

Tulos 4. Olkoon « ja 8 vakioita sekd x muuttuja. Tdlldin

ﬂ—ﬁFV%g:—%ﬂ—%LYUmtﬁ(1—am_%p:—éﬂ—éFYU%t

Tobistus: Tutkitaan vaitosta
(1—6FY%3:—}%L—1D*Umt
B B
Tehdaén vastaoletus

1
Bm*m%

Mééritelldin uusi muuttuja y, = (1 — BF) "1y, jolloin 24 = (1 — BF)y;. Sijoit-
tamalla tdmé edelliseen epéayhtédl6on saadaan

(1= BF) 1y # = 5(1-

Ll Yo I R e v
Y # ﬁﬂ ﬂL) L(1 - BF)y; ﬁﬂ ﬁL) (L — B)y:
(=507 = 5D =

eli y; # y;, mikd on mahdotonta. Siis vastaoletus on epétosi ja viitos tosi.
Tutkitaan vaitosta

1 1
l—al) 'z, =—=(1—=F) 'Fx,.
( al)  xy a( o ) Lt
Tehdaan vastaoletus

1 1
(1—al) oy # ——(1 - —F) 'Fay.
o o'

Mééritelldin uusi muuttuja y, = (1 — aL) 1oy, jolloin 2 = (1 — aL)y,. Sijoit-
tamalla tdméa edelliseen epéayhtéloon saadaan

1 1 .4 1 1 .

yt;é—a(l—EF) F(l1—al)y: = a(l EF) (F — )y
1 1

_(1_EF) (1_EF)yt—yt

eli y; # y;, mikd on mahdotonta. Siis vastaoletus on epétosi ja viitos tosi. [J
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13.4 Derivaattaoperaattori

Tarkastelemme nyt jatkuvaa dynaamista systeemid. Médrittelemme derivaatta-
operaattorin D muuttujan derivaataksi ajan ¢ suhteen: Dz = %. Ominaisuuk-
sien (a) ja (b) perusteella derivaattaoperaattori on helppo osoittaa lineaariope-
raattoriksi, mutta ongelmana on, etté sille ei yleensé 10ydy suoraa kianteisope-
raattoria D~!. Onneksi lineaarinen differentiaaliyht#lé voidaan kuitenkin lihes

aina ratkaista seuraavan tuloksen avulla:

Tulos 5. Jos a on vakio, x on jatkuva muuttuja, ja jos integroitava termsi suppe-
nee, niin operaattorin (D — «) kadnteisoperaattori mdadritellaan jommalla kum-
malla seuraavista tavoista:

(D — o) ta(t) = /t et (s)ds  tai (13.1)
(D —a) ta(t) = — /too et=3) () ds. (13.2)

TobisTus: Tehdddn tulokselle (13.1) vastaoletus

(D —a) ta(t) # [ et =3)(s)ds

Tekemalld télle molemmin puolin operaatio (D — «) saadaan

t

x(t) # (D — a)/ ety (s)ds

—00

t t
= D/ =)y (s)ds — a/ =)y (s)ds
— o0 — 0o
t
= et Dp(t) + a/

— 00

t
=) (s)ds — a/ =)y (s)ds = xz(t).

— o0
Siis z(t) # x(t), miki ei voi pitdé paikkaansa. joten vastaoletus on vaard ja tulos
(D —a) tz(t) = / =9 1(s)ds
—00
on oikea. Samalla tavoin myos tulos (13.2) voidaan osoittaa oikeaksi. [J
Operaattorille (D — «) saadaan yksikésitteinen kdénteisoperaattori maarit-
telemélld ratkaisu joko taakse- tai eteenpéinkatsovaksi. Tuloksessa 5 yhtalo

(13.1) on taakse- ja yht&lo (13.2) eteenpéinkatsova ratkaisu. Lopuksi todistamme
seuraavan aputuloksen:

Tulos 6. Jos « ja B ovat vakioita sekd x jatkuva muuttuja, niin
1

(D=a) (D=p) e = —[(D-a)" = (D= 0) I
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TobisTus: Tehdaan vastaoletus

_ _ 1 _ _
(D-a) (D=9 e £ (D - ) = (D= 5)
Tehd&én télle molemmin puolin operaatio (D — «):
_ 1 _
(D—=p) e # ——[1— (D —a)(D—p) ]z

a—p
Mééritelldin uusi muuttuja y = (D — 3) 1z, jolloin z = (D — 8)y. Sijoittamalla
tdma edelliseen epayhtdloon saadaan

y# 5= (D= a)D =5 D - By

1 1
ZH[D—Q—(D—Q)]ZUZQ_ﬁ

Siis y # y, joten vastaoletus on viara ja tulos on oikea. [

[ — Bly =y.

13.5 Esimerkkeja

Esim. 1. Ratkaise y; = a + Ay;_1, missd a on vakio.

Kirjoitetaan operaattorimuotoon
a=y —Ay—1 = (1 = AL)y,. (13.3)
Tistd saadaan erityisratkaisu jakamalla yht#lé molemmin puolin (1 —AL)~!:114:

_ 1 Tulos3. x~yi;i Ny TusLyx~ 1 @
=0 —=AL)""a = Z)\La—go)\a = Zl—)\a_l—)\'

i=0 4 i=0

Yhtélod (13.3) vastaava homogeeninen yhtélé on
(1 —=AL)y, =0.
Sijoitetaan y; = k?. Talldin
0=(1-AL)y; = (1 = AL)k" = k' = \k"™1 = (b — Nk'! (13.4)

eli k = X on karakteristinen juuri. Yleinen ratkaisu on nyt

Y =7, +CN' = (1 = AL) ta+ C\' = % L O
Tarkistetaan etté ratkaisu on oikea:

(1=X)yy, = (1-AL)[(1-=AL)ta4+CA]=a+ (1-AL)CA
= a4+ CA-ADXN =a+C\ =M\ =a.
=0
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Esim. 2. Ratkaise yhtdlo 11.1:

Yyt = bxy + A\yi—1  (taaksepdinkatsova systeemsi)

Kirjoitetaan yhtalo operaattorimuotoon
bl‘t =Yt — Ayt—l = (1 — AL)yt
Kertomalla yhtilé puolittain (1 — AL)~L:114 saadaan erityisratkaisu

5 = (1= AL) ' =b(1- L) x
Tulos3. b NiLiz, = by Ny,
i=0 =0

eli yhtils (11.2).
Karakteristinen juuri & = A saadaan samoin kuin esimerkissd 1. Yleinen
ratkaisu on siis

v = G, +CN =b(1—A\L) o, + O\ = bz/\ixt_i + O\
i=0

Tarkistus:

(1= ALYy, = (1 = AL)[b(1 — AL) 2y + CAY] = by + C(1 — AL)A = bay.
=0

Esim. 3. Ratkaise yhtdlo 11.4:

Yt = gxt + uyir1  (eteenpdinkatsova systeemsi)

Kirjoitetaan operaattorimuotoon

9T = Y — 1 = (1 — pF)ys.

Kiiinteisoperaatiolla (1 — uF)~! saadaan erityisratkaisu

_ _ _ Tulos4. = i i = i
Up = (1= pF) 'goe = g(1 — pF) "oy "= 9> piFlay =gy plwy, (13.5)
=0 =0

eli yhtélo (11.5).
Karakteristinen juuri saadaan sijoittamalla homogeeniseen yht&l66n

(1= pF)ye =0
termi y; = k*. Nyt

0=(1—puF)y; = (1 — pF)k" = k' — pk™™' = (1 — pk)k".
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Siispé karakteristinen juuri on k = % Yleinen ratkaisu saadaan seuraavasti:

1 N
v =T+ CC) = g(1 = uF)ha+ O " = gy _pei+ Ot
=0

Tarkistetaan vield tulos:

(1= pF)y; = (1—pF)g((1 = pF) oy +ep™" =] = goy + C(1 — pF)p™"

= gre+Clp”! — ™" ) = g,
—— —

=0

Johtopéitos esimerkeistd 2 ja 3: Takaisinkatsovan muuttujan kerroin \ on
sellaisenaan karakteristinen juuri, mutta eteenpdin katsovan muutujan kerroin
w on kddanteisarvona 1/ karakteristinen juuri.

Esim 4. Ratkaise luvun 6 2. kertaluvun taaksepdinkatsova systeemsi

Yr = by + Mys—1 + Aoy 2.

Kirjoitetaan operaattorimuotoon
bry =y — Myr—1 — Aaye—2 = (1 = ML — Ao L?)y;.
Jotta voisimme soveltaa tulosta 3, hajoitetaan operaattori (1 — AL — A2L?)
tekijoiksi
1—ML—XL*=(1-al)(1-pL)=apLl? - (a+B)L+1,
missé siis A\ = a+ 0 ja Ay = —af. Téten
by = (1 — AL — A L)y, = (1 —aL)(1 — BL)y,. (13.6)

Etsitddn nyt yhtélon karakteristiset juuret. Tarkastellaan yht&lod (13.6) vas-
taavaa homogeenisté yhtéloa

(1~ aL)(1— ALy =0
Sijoitetaan tihin 1y, = k. Saadaan

0 = (I1—aLl)(1-pL)k =1 —al)(k'— k"™ = (1 —aL)(k - B)k'!
N——

vakio

= (k=01 —al)k'™" = (k= B)(k"" —ak'™?) = (k- B)(k — a)k'"?,

joten karakteristiset juuret ovat k1 = a ja ko = (. Siispa tdssdkin systeemissé
L:n kertoimet ovat karakteristiset juuret!

Erityisratkaisut saadaan tekemélld yhtélolle (13.6) molemmin puolin oper-
aatio (1 — BL)71(1 — aL)~!. Koska tuloksen 3 nojalla seki (1 — BL)~! etti
(1—aL)~! ovat L:n polynomeja, on tulo (1 — 8L)~!(1 — aL)~! vaihdannainen:

1-8L)'1—aL)'=(1—-al)™(1-8L)"".
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Nyt erityisrakaisuksi saadaan

7 = (1—al)™'(1—pBL) 'bay =b(1—aLl) *(1 - BL) ‘o,
T Y-l - Lo 60 ey
ab _ Gb _
= ogl-el w50
Tulos3 ab s iTi /Bb Ooii
= a—ﬂ;ath_r—ﬁ;ﬂth
B ab & i Bb i .
= - 5§a Tt—i — 3 ﬁ;ﬁ T

oo

kb > . kob )
= k ’ —1 k ! —1
kl_kQ; 1 Lt k‘l—k@; 2 Tt

missd ky ja ko ovat systeemin karakteristiset juuret. Systeemin yleinen ratkaisu
on

Yy = Yt ek’ + ok’ = Y+ ek’ + cako'
Tarkistus:
(1 —aL)(1=pBL)ye = (1 — ki L)(1 — k2L)y
= (1= kL)1 — ko L)G, + (1 — k1 L)(1 — ko L) (c1ky" + cako®)
= bxy + (1 — k‘1L)(1 — k‘gL)(Cllﬁt + CQth)
= (1 — k1 L)(1 — ko) cerkrt 4+ (1= kL) (1 — ko L)eaks® + bay

L:n johdannaisena vaihdannainen
=c1(1 —koL)(1 — kyL)kr" + ¢o(1 — k1 L)(1 — ko L)ko' + bay = bay.
—_—— | ——
=0 =0

Esim 5. Ratkaise luvun 6 2. kertaluvun eteenpdinkatsova systeemi

Yt = 9Tt + 1Ye+1 + [2Yit2-

Kirjoitetaan operaattorimuotoon
9% = Yo — Y1 — paesz = (1 — i F — o F?)yy.
Hajoitetaan operaattori tekijéksi, jotta voidaan kiyttad tulosta 4.

L= i F = oF? = (1—~F)(1-0F) = (1 - F)(1 - ~F)
VOF? — (y+08)F +1,

missd 7y ja & ovat sellaisia ettd u; = v+ 9 ja puo = yd. Taten

gri = (1= mF = pa F?)y; = (1 = vF)(1 = 6F)y, (13.7)



152

Karakteristiset juuret saadaan homogeenisests yhtilosti sijoittamalla y; = k*:

0 = (1—AF)(1=0F)y = (1 —yF)(1 = SF)k* = (1 — yF)(k — ok*1)
— (1= AF)(1 = 6k)kt = (1 — yk)(1 — vF)EE = (1 — 8k)(1 — k).
vakio

Juuriksi saadaan siis k; = + ja kg = %. Siis F':n kertoimien ki#nteisarvot ovat
jalleen homogeenisen yhtélon karakteristisia juuria.
Erityisratkaisu saadaan tekemélld yhtélolle (13.7) operaatio

(1—~F)" Y1 —-6F)"L

Koska tulon molemmat termit (1 —F)~! ja (1 — §F)~! ovat F:n polynomeja,
on tulo vaihdannainen, eli

(1—yF) ' (1 =0F) ' =(1—-0F)" (1 —~vF)" L.
Siispa
ye =  (1—=yF) ' (1-0F) ga;
= g(1 —~yF)"'(1 = 6F)ay
’I‘ul:os2 [ Y
9 dg

_ g _ —1 g _ —1

Tulos4 V) ~— 59 &
ulos Zz %
= — Y Ttyi — ¢ E 0 Lt4i
7_62':0 7_51':0
0o o) 1 i

_ gk 1 i gk 1
= k2 — kl Zz:;(kl) Tt41 kg — kl ;(k2) Tti1,

(1= F) = s 6F) My

missé ky ja ko ovat systeemin karakteristiset juuret. Yleinen ratkaisu on siis
Yt =Y + C1k‘1t + Cgk‘gt.
Tarkistetaan viela:
(I=k1 F)(1 = k2 F)y,
= (]. — le)(]. — ng)yt + (1 — le)(]. — ng)(Clklt + CQth)
= gT¢ —+ Cl(]. — kQF)(]. — Ile)klt —+ 62(1 — le)(]. — ng)th = gT:
SN——— SN———

-0 =0
Esim 6. Ratkaise yhtdlo (11.16):

Yt = axy + A\ye—1 + pye+1  (eteen- ja taaksepdinkatsova systeemi.)
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Kirjoitetaan operaattorimuotoon:

Yy =

Ty =

axy + Ayr—1 + pyir1 = axy + ALy + pFy, &

(1-

AL =Py = (= 5= F)u

1 A g /1 A
,u(fF‘l _Appl o 1)Fyt =L ,u(fL - 1)Fyt
m ) m

I

A, 1
—u(fﬁ L+ 1>Fyt
oo

Hajoitetaan operaattori tekijoiksi:

A
L

"

A i —an) (1= BL) = aBL? = (a+ B)L+1

misté saadaan o+ § = ; and af = =. Siisp:'al karakteristiset juuret ovat k1 = «
ja ko = B. Talloin

ary = —u(l — aL)(1 — BL)Fy;.

Tehddédn nyt molemmin puolin operaatio

1

jolloin saadaan erityisratkaisu

Y

Tulos 2

Tulos 5

*;(1 —aL) (1~ ﬂL)’lﬁ_:Li,
—i(l —aL)"'(1 - pL) "' Lax,
%(1 —aL) Y1 - BL) Lay
*%a —5(—ol)" La. + fiﬁﬁ — BL) 'L,
a 1 1 L B 1
f;a_ﬁ(lfaF) Fth+—j(175L) Lay
%aiﬂ ;(i)%tﬂ xt i—1

a
ki@,
ki — k’2 Z it

eli yhtdlo (11.17) on tdsmaéllisesti ottaen tAméa yhtalo.
Yleinen ratkaisu on nyt:

Tarkistus:

(1= AL = uF)y,

Yt =Y + clkﬁ + Cgké.

1 1
= —u(=L* = =L+1)Fy,
1% Iz

1

1 1 1
= —pu(=L? - =L+ 1Dy, — u(=L* — =L+ 1)(c1k! + cok?
(M . )Y (M p )(c1ky 2)

1 1

= —u(—L* - =L+ 1)y, = ax;.
p I



154

Esim 7. Ratkaise ajan t suhteen jatkuva yhtdld

dy(t)

——= =a+ A\y(t).
o + Ay(t)
Kirjoitetaan operaattorimuotoon:
dy
a=——xy=( )y
Erityisratkaisuksi saadaan
7=(D-\""a.

Jos A < 0, niin systeemi on taaksepéin katsova ja erityisratkaisu tdsmentyy
muotoon

t t t
Y= /(e)‘(tfs)a)ds =a /(ek(tfs))ds = —; /ek(ts) = —;.

— 00

Jos A > 0, niin systeemi on eteenpéinkatsova ja erityisratkaisu tdsmentyy muo-
toon

oo oo oo
y=— /(e’\(tfs)a)ds = —a/(eA(tfs))ds R
A A
t t t
Siis erityisratkaisu on aina § = —¢. Yleiseksi ratkaisuksi saadaan

y=1y-+ ceMt = 7% + ceM.
Esim 8. Ratkaise yhtdlé

dy(t)
=bx(t) + Ay(t
P = ba(t) + My (o),
missd x on eksogeeninen muuttuja.

Kirjoitetaan operaattorimuotoon

dy
br = —2 — My = (D — \)y.
T = =AY (D—=MNy

Erityisratkaisuksi saadaan
7= (D —X)"tbx =b(D - \)"'a.
Jos systeemi on taaksepéinkatsova, ratkaisu tdsmentyy muotoon

t

ﬂzb/e/\(t_s)x(s)ds,

— 00
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mikili e**~*)x(s) suppenee.
Jos systeemi on puolestaan eteenpéinkatsova, ratkaisu tdsmentyy muotoon

oo

Y= —b/e)‘(t_s)x(s)ds,

t

mikili e*!~*)z(s) suppenee.
Yleinen ratkaisu on nyt
y=vy+ ceM.

Esim 9. Ratkaise yhtdlé
*y(t) | dy(t)

at T +wy(t) = ba(t),

missd x on eksogeeninen muuttuja.
Kirjoitetaan yhtélo operaattorimuotoon
ba(t) = (D* + @D +v)y. (13.8)
Hajoitetaan operaattori tekijoiksi

bx(t) = (D —a)(D = By,

missa
D?+ @D +v=D?+(a+ B)D + af,
eiw=—-a—-pFjav=ap.
Yhtéalon (13.8) karakteristiset juuret saadaan muokkaamalla vastaavaa ho-
mogeenistéd yhtaloa

0 = (D—a)(D=B)y=(D—a)D P =(D—a)re - fe*)
= (D-a)A=p)eM = (A=) (D —a)e* = (A= B)(A - a)e™.
=vakio

Karakteristiset juuret ovat siis A1 = a ja Ao = 5.
Tekemiilld yhtilslle (13.8) operaatio (D — «)~1(D — 3)~!, saadaan erityis-
ratkaisuksi

7 = (D-a)(D-B)tba(t) =b(D— )" (D - f)~'aD
Tulos 7. - E g[(D —a)"' = (D - B) Ya(s)
\ ) _
= o) (0= 5) (),

missd A1 ja Ag ovat karakteristiset juuret.
Nyt on olemassa kolme erilaista mahdollista systeemié:
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i) pelkdstaan taaksepainkatsova systeemi, jolloin erityisratkaisu tdsmentyy
muotoon

t

¢
g(t) = N f " / M=) (s)ds — / e (5)ds

— O — 00

ii) pelkistaan eteenpéainkatsova systeemi, jolloin erityisratkaisuksi saadaan

N AN T s
y(t) = — /e)‘l(t_b)m(s)ds - /e’\Q(t_é)x(s)dS
A1 — A2
t t
iii) sekd taaksepdin- ettd eteenpéinkatsova systeemi, jolloin erityisratkaisu on
muotoa
b o] t
y(t) = — /eAl(t*S)x(s)ds—F / 2=z (s)ds |
A1 — A2
t —0o0

missé A1 on nyt epéastabiili juuri.
Yleiseksi ratkaisuksi saadaan
y(t) =7(t) + creMt + coe?t,

Tarkistetaan viela ratkaisu.

(D= M)(D — A2)y(t) (D = A)(D = X2)y(t) +
(D = M) (D — Xo)(creMt 4 coe???)

= bzx(t).



